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记号约定

以下记号在相应章节引入。除特别说明外，R 是非零幺环，模是幺左模；涉及扭元
时要求标量环为整环，涉及结构定理时要求它为主理想整环。

记号 含义

R,Z(R) 幺环及其中心。

D 主理想整环（PID）。
F,K,E 域；写 E/F 时表示域扩张。

Z,Q,R,C,Fp 整数、有理数、实数、复数与含 p 个元素的域（p 为素数）。

HomR(M,N),EndR(M) 模同态集合与模自同态环。

Matn(F ) 域 F 上的 n× n 矩阵环。

kerϕ, Imϕ 同态的核与像。

rank(A), rankM 矩阵的秩与 PID 上有限生成模的秩。
ann(x),Tor(M) 元素的零化子与整环上模的扭子模。

∆k(A), di 行列式因子与不变因子，均在相伴意义下考虑。

Mp 被不可约元 p 的某个幂杀死的元素组成的分支。

Frac(D) 整环 D 的分式域。

Ch(F ), [E : F ] 域的特征与扩张次数。

Irr(α, F ) α 在 F 上的首一最小多项式。

F [α], F (α), F (S) 添加元素生成的子环与子域。

Aut(E), idF 自同构群与 F 上的恒等映射。

同态的矩阵表示统一使用行坐标：若M,N 分别有 m,n个基向量，则矩阵为 m×n，
并满足

[ϕ(x)]C = [x]BAφ.

矩阵环作用于列向量的例子使用其自然左作用。
定义、定理、引理、命题、推论及例共享编号，按节重新计数。例如，引理 1.3.13

的编号依次记录章号、节号和条目序号；同一节的定义、定理等环境共同计数。
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第一章 模

本章围绕一个问题展开：怎样用生成元及其关系描述一个模？先建立子模、商模与
同态的基本工具，再研究自由模和矩阵表示，最后在主理想整环上把关系化为标准型，
得到有限生成模的结构及其唯一性。除特别说明外，R 是满足 1 6= 0 的幺环，模均为幺
左 R-模；D 表示主理想整环。

1.1 模的基本概念

1.1.1 模的定义与例子

定义 1.1.1 (模). 设 R 为非零幺环，M 为交换群，有从 R × M 到 M 的映射：
(a, x) 7→ ax 满足：

1. 对任意 a, b ∈ R, x ∈M，有：(a+ b)x = ax+ bx.

2. 对任意 a ∈ R, x, y ∈M，有：a(x+ y) = ax+ ay.

3. 对任意 x ∈M，1 是 R 的幺元，有：1x = x.

4. 对任意 a, b ∈ R, x ∈M，有：a(bx) = (ab)x.

则称 M 为一个左 R-模，称该映射为 R 与 M 的纯量乘法，类似地，可以定义右
R-模以及双 R-模，接下来主要讨论左 R-模且简称为模。

模结构的关键是环中的元素如何作用于交换群。这里 End(M) 指交换群 (M,+) 的
自同态环：加法逐点定义，乘法是映射复合。模的纯量乘法等价于一个保持幺元的环同
态

R −→ End(M), a 7−→ ϕa, ϕa(x) = ax.

事实上，四条模公理分别保证逐点加法、群同态性、保持幺元及乘法与复合相容；反过
来，这样的环同态也给出满足模公理的作用。

例 1.1.2 (模的例子).

1. 域 F 上的线性空间 V 是 F -模，纯量乘法为线性空间的数乘运算；

2. 列向量空间 F n 是矩阵环 Matn(F ) 上的左模，作用为矩阵与列向量相乘;

3. 任给域 F 上的线性空间 V 和 V 上的一个线性变换 A，V 是多项式环 F [λ]-模，
纯量乘法为：(f(λ), v) 7→ f(A)v;

4. 任意交换群 (G,+) 是 Z-模，纯量乘法为：(a, x) 7→ ax;

5. 任意幺环 R 是 R-模，纯量乘法为 R 上的乘法;
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6. 任给交换群 G, 记其自同态环为 End(G)，则 G 是 End(G)-模，纯量乘法为：
(f, x) 7→ f(x).

1.1.2 子模

研究代数结构必须研究其子结构和商结构。

定义 1.1.3 (子模). R-模 M 的一个非空子集 N 称为 M 的子模，若 N 在 M 的加法
运算和 R 与 M 的纯量乘法运算下也成为一个 R-模。

定理 1.1.4 (子模的判定). N 是 M 的子模的充要条件是：N 是 M 作为群的子群,
且对任意 a ∈ R, x ∈ N 有：ax ∈ N .

证明. 必要性由子模的定义得到。反之，子群条件使 N 在加法下成为交换群，纯量乘法
的封闭性使 R 对 N 的作用有定义；模公理由 M 中的相应等式限制到 N 上得到，故 N

是子模。

例 1.1.5 (子模的例子).

1. 线性空间 V 作为 F -模，其非空子集 W 是 V 的子模当且仅当 W 是其线性子空
间；

2. 线性空间 V 作为 F [λ]-模，其非空子集 W 是 V 的子模当且仅当 W 是线性变
换 A 的不变子空间;

3. 交换群 G 作为 Z-模，其非空子集 H 是 G 的子模当且仅当 H 是 G 的子群;

4. 幺环 R 作为 R-模，其非空子集 I 是 R 的子模当且仅当 I 是 R 的左理想;

5. 设 M 是 R-模，任取 x ∈M，集合 Rx := {ax : a ∈ R} 是子模。

设 M1,M2 是 M 的两个子模，考虑：子模的交 M1 ∩M2 与子模的和 M1 +M2 :=

{x1 + x2 : x1 ∈M1, x2 ∈M2}。

定理 1.1.6 (子模的交与和). 任意一族子模的交是子模，任意有限多的子模的和是子
模。

证明. 子模的交包含零元，且对差与纯量乘法封闭，故由定理 1.1.4是子模。若 x =
∑

i xi、
y =

∑
i yi 属于有限和，其中 xi, yi ∈ Mi，则 x− y =

∑
i(xi − yi)、ax =

∑
i axi 仍属于

该和，故它也是子模。空族的交约定为 M，空和为零子模，结论同样成立。

有和结构就可以考虑直和结构，类似群的直和，我们分别定义内直和与外直和，然
后说明二者在同构意义下没有本质区别。

定义 1.1.7 (子模的内直和). 设 M1,M2, . . . ,Ms 是 M 的子模，满足 M =M1 + · · ·+
Ms，且对任意 u ∈M，其表示为 u = a1 + a2 + · · ·+ as, ai ∈Mi 的方式是唯一的，则
称 M 为 M1, . . . ,Ms 的内直和，记为：M =M1 ⊕ · · · ⊕Ms.
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定理 1.1.8 (内直和的判定). 设 M1, . . . ,Ms 是 M 的子模，且 M = M1 + · · · +Ms。
以下条件等价：

1. M =M1 ⊕ · · · ⊕Ms；

2. 若 ai ∈Mi 且 a1 + · · ·+ as = 0，则每个 ai = 0；

3. 对每个 i，Mi ∩
∑

j ̸=iMj = {0}。

证明. 两个分解相减后得到零的分解，因此 (1) 与 (2) 等价。若 (2) 成立，取 x ∈ Mi ∩∑
j ̸=iMj，写成 x =

∑
j ̸=i aj，由 x −

∑
j ̸=i aj = 0 得 x = 0。反之，若

∑
i ai = 0，则

ai = −
∑

j ̸=i aj 属于上述交，故每个 ai = 0。

定义 1.1.9 (有限多个模的外直和). 设 N1, . . . , Ns 是 R-模，考虑笛卡尔积 N =

N1×N2×· · ·×Ns，在N 上定义加法为：(x1, . . . , xs)+(y1, . . . , ys) = (x1+y1, . . . , xs+ys)，
纯量乘法为：(a, (x1, . . . , xs)) 7→ (ax1, . . . , axs)，则 N 成为一个 R-模，称为 N1, . . . , Ns

的外直和，记为 N = N1 ⊕ · · · ⊕Ns.

考虑下面的命题，与群的外直积和内直积类似，模的外直和和内直和在同构意义下
也没有本质区别。

定理 1.1.10 (内直和与外直和的对应). 任给外直和 N = N1 ⊕ · · · ⊕Ns，考虑其子模
N ′i = {(0, 0, . . . , xi, 0, . . . , 0) : xi ∈ Ni}，则 N ′i 为 N 的子模，且 N 是 N ′1, · · ·N ′s 的内
直和；反过来，任给内直和 N = N1 ⊕ · · · ⊕Ns，则 N 同构于 N1, . . . , Ns 的外直和。

证明. 外直和中的每个坐标嵌入 N ′i 对加法与纯量乘法封闭，故为子模。任意元组
(x1, . . . , xs) 是各坐标嵌入之和；各分量由对应坐标唯一确定，所以这个和是内直和。反
之，从外直和到给定内直和 N 的映射 (x1, . . . , xs) 7→

∑
i xi 是模同态。内直和的生成性

使它满射，分解的唯一性使它单射，故为模同构。

1.1.3 子模与模的生成

我们还关心子模的生成结构。在先前我们已经看到，对任意 R-模 M，任意 x ∈M，
Rx ⊆ M 是 M 的一个子模，容易验证 Rx 是 M 中包含 x 的最小的子模，于是称 Rx

为 M 中由 x 生成的子模，x 是子模 Rx 的生成元。类似地，我们可以将生成元的个数
推广至任意多个。

定义 1.1.11 (子模的生成). 设 S ⊆ M 是 R-模 M 的任意子集，定义 S 生成的子模
为所有包含 S 的子模的交，即：

〈S〉 :=
⋂

{N ⊆M : N是M的子模，且S ⊆ N}.

由定义可知，〈S〉 是 M 中包含 S 的最小子模。这里允许 S = ∅；由于零子模也参
加取交，有 〈∅〉 = 0。此外，由子模的运算封闭性，容易验证下面的等价刻画。
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定理 1.1.12 (子模的生成). 设 S ⊆M，则

〈S〉 =

{
k∑
i=1

aixi : k ≥ 0, ai ∈ R, xi ∈ S

}
.

即 〈S〉 由 S 中元素的所有有限 R-线性组合构成，约定 k = 0 时的空和为零。

证明. 令 L 为等号右侧的集合。它含零元；合并两个有限和、将系数取负或左乘同一个
标量，所得仍是有限线性组合，故 L 是子模。由于 L 包含 S，由生成子模的最小性有
〈S〉 ⊆ L。反过来，〈S〉包含 S 且对模运算封闭，因此包含每个这样的有限线性组合，即
L ⊆ 〈S〉。

注意到上述定理中等号右侧的式子在 S 是有限集时可以写为以下等价式子：

〈S〉 = Rx1 + · · ·+Rxn

其中 S = {x1, . . . , xn}，由此引出有限生成子模的定义。

定义 1.1.13 (有限生成子模，有限生成模). 设 N 是 R-模 M 的子模，若存在有限集
S = {x1, . . . , xn}（允许 n = 0）满足：

N = 〈{x1, . . . , xn}〉 = Rx1 + · · ·+Rxn

则称 N 为 M 的有限生成子模，进一步，若 M = N，则 M 称为有限生成模，特别
地，可以由一个元素生成的子模（模）被称为循环子模（模）。

注意，有限生成模的子模未必是有限生成的，例如域 k 上无限多个变量的多项式
环 R = k[x1, x2, · · · ]，R 作为 R-模是由 1 生成的，故有限生成，但考虑其理想 I =

〈x1, x2, · · · 〉，则 I 作为 R 的子模并不是有限生成的。

定义 1.1.14 (诺特模与左诺特环). 若 R-模 M 的任意子模均有限生成，则称 M 为
诺特模（Noether 模）。若 R 作为左 R-模是诺特模，则称 R 为左诺特环；等价地，
R 的每个左理想都有限生成。

定义 1.1.14中的条件也可以用子模升链表述。

定理 1.1.15 (诺特模的升链条件). 以下命题等价：

1. M 的任意子模有限生成;

2. M 的任意子模升链 N1 ⊆ N2 ⊆ · · · 必然稳定，即存在 Nk 使得 Nk = Nk+1 = · · · .

证明. (⇒) 取任意子模升链 N1 ⊆ N2 ⊆ · · ·，令 N =
∞⋃
k=1

Nk。升链保证 N 是子模，因而

N 有限生成。若 N = 0，则升链各项均为零，结论成立。否则取 N = Rx1 + · · ·+Rxr，
其中 r ≥ 1。每个 xi 属于某个 Nki；取 k = max{k1, . . . , kr}，则全部生成元均在 Nk 中，
故 N = Nk = Nk+1 = · · ·，即升链最终稳定。
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(⇐) 若 M 的任意子模升链均稳定，取 M 的任意子模 N，假设 N 不是有限生成
的，则归纳地选取 xk：任取 x1 ∈ N \ {0}，记 N1 = Rx1，然后选取 x2 ∈ N \ N1，记
N2 = Rx1 + Rx2，不断这样进行下去，注意这里是 N 非有限生成保证了每一步中的
N \Nk 非空，于是我们得到子模严格升链 N1 ⫋ N2 ⫋ · · ·，则与任意升链最终稳定的条
件矛盾，即 M 的任意子模 N 有限生成。

例 1.1.16 (有限生成模的例子).

1. 考虑 M = Z3 作为 Z-模，其子模 N := {(a, b, c) : a+ b+ c = 0} 是有限生成的，
生成元为：(1, 0,−1), (1,−1, 0);

2. 考虑左诺特环 R 作为左 R-模，由定义 1.1.14，其任意子模有限生成;

3. 考虑多项式环 R[x] 作为 R-模，则对任意自然数 n，R[x] 中次数不大于 n 的全
体多项式集合 R[x]n 作为子模是有限生成的，其生成元为：1, x, x2, . . . , xn;

4. 考虑域上多项式环 k[x]，取任意次数为 n ≥ 1 的多项式 f(x) ∈ k[x]，则商环
k[x]/(f(x)) 作为 k-模是有限生成的，其生成元为：1, x, x2, . . . , xn−1.

1.1.4 模同态与商模

为了比较不同的模，先定义保持模运算的映射；随后通过商去子模构造商模，并用
同态的核描述它。

定义 1.1.17 (模同态，模同构). 设 M1,M2 为两个 R-模，若映射 ϕ :M1 →M2 满足：
x, y ∈M1, ϕ(x+ y) = ϕ(x)+ϕ(y)，a ∈ R, x ∈M1, ϕ(ax) = aϕ(x)，则称 ϕ 为模同态，
满足条件的满（单）射称为满（单）模同态，双射称为模同构，记作 M1

∼= M2.

有了子模，就可以在商群上定义相应的模结构。

定义 1.1.18 (商模). 设 N 是 R-模 M 的子模，则考虑商群 M/N，在其上定义纯量
乘法：(a, x+N) 7→ ax+N，则 M/N 成为一个 R-模，称为 M 对 N 的商模。

这个作用与代表元的选取无关：若 x+N = y+N，则 x−y ∈ N，从而 a(x−y) ∈ N，故
ax+N = ay+N。模公理由M 中的相应等式传到商群上得到。自然映射 π :M →M/N

是满模同态，其核为 N。

定理 1.1.19 (模同态基本定理). 设 ϕ :M1 →M2 是满模同态，则：

1. M1/ kerϕ ∼= M2，同构由 x+ kerϕ 7→ ϕ(x) 给出；

2. N 7→ ϕ(N) 与 L 7→ ϕ−1(L) 互为逆，建立 M1 中包含 kerϕ 的子模与 M2 的子模
之间的一一对应；

3. 若 kerϕ ⊆ N1 ⊆M1，则 M1/N1
∼= M2/ϕ(N1)。

证明. (1) 若两个陪集相等，其代表元之差在核中，故映射良定义。该映射是满模同态，
且只有零陪集映为零，因而是同构。
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(2) 由满射性有 ϕ(ϕ−1(L)) = L。若 N ⊇ kerϕ，则 x ∈ ϕ−1(ϕ(N)) 时存在 n ∈ N

使得 ϕ(x) = ϕ(n)，于是 x− n ∈ kerϕ ⊆ N，故 x ∈ N。
(3) 满模同态 x 7→ ϕ(x) + ϕ(N1) 的核恰为 N1，应用 (1) 即可。对非满同态，相应

结论是 M1/ kerϕ ∼= Imϕ。

1.1.5 同态集合与自同态环

模同态已在定义 1.1.17中引入。下面讨论同态集合上的加法与纯量乘法，再讨论自
同态的复合。

定义 1.1.20 (同态集合). 设 M 和 N 是两个模，记所有从 M 到 N 的群同态构成的
集合为 Hom(M,N)，所有 M 到 N 的模同态构成的集合为 HomR(M,N).

命题 1.1.21 (同态集合的加法). 显然 HomR(M,N) 是 Hom(M,N) 的子集。在
Hom(M,N) 上定义运算加法：(f + g)x = f(x) + g(x)，则容易验证 (Hom(M,N),+)

是一个交换群，且 HomR(M,N) 是其子群。

既然 HomR(M,N) 已经是一个交换群，那我们自然想要看看在这上面有没有某个
模结构，例如它是否能成为一个 R-模。最自然的尝试是沿用 N 中的纯量乘法，定义

(af)(x) = af(x), a ∈ R, f ∈ HomR(M,N).

我们试着验证这是否给出了一个 R-模。首先，这个定义必须真的是从 R×HomR(M,N)

到 HomR(M,N) 的映射；也就是说，af 不能只是一个从 M 到 N 的映射，它还必须是
R-模同态。加法的相容性由 N 的模公理得到，剩下需要检查的是对标量的相容性。任
取 b ∈ R, x ∈M，一方面，由 f 是模同态以及 N 的模公理，有

(af)(bx) = af(bx) = a
(
bf(x)

)
= (ab)f(x).

另一方面，若 af 是模同态，它应当满足

(af)(bx) = b(af)(x) = (ba)f(x).

因此，这个尝试能否成立，关键就在于对所有 b, x 是否有

(ab− ba)f(x) = 0.

这里不能一般地交换 a 与 b 的次序。若 R 是交换环，上述障碍就消失了，于是我们得
到下面的结论；这是一个保证该作用成立的充分条件，不是从这个计算就能推出的必要
条件。

定理 1.1.22 (交换环上同态集合的模结构). 设 R 为交换幺环，则 HomR(M,N) 在
上述纯量乘法下成为一个 R-模。

对于一般的幺环，我们可以考虑其中能够与所有元素交换的部分，即环的中心。这
样不必要求整个环交换，只需把上面尝试中的标量限制在这个子环中。
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定义 1.1.23 (环的中心). 幺环 R 的中心为

Z(R) = {a ∈ R : ab = ba 对所有b ∈ R}.

它是 R 的交换幺子环。

中心中的元素与所有标量交换，因此同样的作用仍成立。

定理 1.1.24 (同态集合上的中心作用). 设 R 为幺环，则 HomR(M,N) 在上述纯量
乘法下成为一个 Z(R)-模。

当 N = M 时，自同态可以复合；逐点加法与复合满足环公理，恒等映射是幺元。
于是 HomR(M,M) 成为一个幺环。

定义 1.1.25 (自同态环). 上述幺环记为 EndR(M)，称为 R-模 M 的自同态环。

1.2 自由模

先前已经提到过，域 F 上的线性空间 V 可以看作是 F -模，所以模论也被称为“环
上的线性代数”。有限维线性空间具有许多非常良好的性质，例如有一组基 v1, . . . , vn，
使每个向量有唯一的基展开，并且

V = Fv1 ⊕ · · · ⊕ Fvn.

我们想试着在模上面也做类似的事情，得到类似的性质或结论。但一般幺环与域的性质
相差很大：它可能不交换，可能有零因子，也可能有非平凡理想，因此一般的模未必能
像线性空间那样选出一组基。我们先考虑一类能够保留这种基结构的模；后面会看到，
它们同构于 Rn，可以作为线性空间在模上的一种推广，这就是自由模。本节及后文的
自由模均指具有有限基的自由模；一般自由模允许无限基，但这里不展开。

1.2.1 自由模与基

定义 1.2.1 (自由模的泛性质). 设 R是非零幺环，M 是 R-模。若存在 u1, . . . , un ∈M，
使得对任意 R-模 N 及任意 v1, . . . , vn ∈ N，存在唯一的模同态 ϕ : M → N 满足
ϕ(ui) = vi，则称 M 为有限生成自由模，u1, . . . , un 为它的一组基。零模对应 n = 0

及空基。在证明基的大小唯一之前，只说这组基有 n 个元素；对一般非交换环，不
能预先把 n 视为模的不变量。

上述定义被称为自由模的“泛性质”。它首先告诉我们：给定基向量的像，就能唯一
决定一个模同态。粗略地讲，当我们试图用 n 个元素生成一个 R-模时，一个具有 n 个
基向量的自由模就是能够得到的“最大”的模。这里的“最大”并不是说它包含所有其
他模，而是指：任给由 v1, . . . , vn 生成的 R-模 N，泛性质都给出一个把 ui 映为 vi 的模
同态；因为 vi 生成 N，这个同态必为满射。换句话说，任何由 n 个元素生成的模，都
可以由这样的自由模再商去某些关系得到。
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定理 1.2.2 (同构保持自由性与基). 设M1,M2都是 R-模，且M1为自由模，u1, . . . , un
是它的一组基，若存在 ϕ : M1 → M2 为模同构，则 M2 也是 R 上的自由模，且
ϕ(u1), . . . , ϕ(un) 是 M2 的一组基。

证明. 对任意R-模N 及 v1, . . . , vn ∈ N，由泛性质取唯一的 ψ :M1 → N 满足 ψ(ui) = vi。
则 ψ ◦ ϕ−1 : M2 → N 将 ϕ(ui) 送到 vi。任何另一满足这些条件的同态与 ϕ 复合后都等
于 ψ，故它也等于 ψ ◦ ϕ−1。因此 ϕ(ui) 满足自由模的泛性质。

我们也可以从另一个角度来理解自由模的“最大”或“自由”。在用若干元素生成代
数结构时，我们往往会关心生成元之间的关系，也就是是否存在非平凡的线性关系。如
果生成元之间已经有一条关系，那么指定它们的像时也必须保持这条关系，因而不能任
意指定；而泛性质恰好允许我们任意指定基向量的像。因此，自由模的这组基向量之间
没有任何非平凡关系的束缚，这也是它被称为“自由模”的原因。下面将这一理解写成
线性无关的严格刻画。1

定理 1.2.3 (泛性质与基的等价刻画). 设 u1, . . . , un ∈M。它们满足定义 1.2.1中的泛
性质，当且仅当它们生成 M 且 R-线性无关，即

n∑
i=1

aiui = 0 =⇒ a1 = · · · = an = 0.

等价地，每个 x ∈M 都能唯一写成 x =
∑

i aiui。

证明. 先设泛性质成立，令 L =
∑

iRui。自然映射 M →M/L 与零映射都把每个 ui 送
到零；由唯一性它们相等，因此 M = L。再将 ui 指定映到 Rn 的第 i 个标准基向量 ei。
若
∑

i aiui = 0，应用所得模同态即得
∑

i aiei = 0，故每个 ai = 0。
反之，若每个 x 具有唯一表达式 x =

∑
i aiui，对任意指定的 vi ∈ N，定义 ϕ(x) =∑

i aivi。唯一表达式保证良定义，并直接保证加法与纯量乘法相容；任何满足要求的同
态都必须取此值，故它唯一。

于是，自由模的研究可以归结为标准模 Rn。

定理 1.2.4 (自由模的结构). 一个 R-模 M 有一组含 n 个元素的基，当且仅当 M ∼=
Rn。

证明. 若 u1, . . . , un 为一组基，则

ϕ : Rn →M, (a1, . . . , an) 7→
∑
i

aiui

由生成性为满射，由线性无关性为单射，因而是模同构。反之，将 Rn 的标准基经同构
送到 M，由定理 1.2.3即可得到 M 的一组基。

推论 1.2.5 (自由模的有限直和). 若 M,N 分别有含 m,n 个元素的基，则 M ⊕N 有
一组含 m+ n 个元素的基。

1进一步研究生成元之间的关系，可以引出 syzygy 模与自由消解；本章用同态的核记录这些关系，不
展开这些旁支概念。
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证明. 将 M 与 N 的基分别嵌入直和的两个分量，由定理 1.2.3即得一组基；也可直接用
M ⊕N ∼= Rm ⊕Rn ∼= Rm+n。

需要注意的是，我们目前还不知道一个自由模的基所含元素的个数是否唯一，因此
还不能直接把这个数看作模的不变量。事实上，一般非交换幺环上的同一个自由模确实
可能有大小不同的基。不过，后面我们会看到，若 R 是非零交换幺环，就可以保证有限
基的大小唯一，届时才把它定义为这个自由模的秩。

1.2.2 自由模之间的同态

由定理 1.2.4可以看出，对自由模的讨论可以归结为对 Rn 的讨论。而研究 Rm 与
Rn 之间的同态时，我们又可以试着用矩阵来表示同态：选定两组基，把定义域的每个
基向量的像在陪域的基下展开，再将这些系数排成矩阵。这样，对自由模之间同态的讨
论就进一步归结为对环上矩阵的讨论。

定义 1.2.6 (模同态的矩阵表示). 设M,N 为左 R-模，分别取有序基 B = (u1, . . . , um)

与 C = (v1, . . . , vn)。对 ϕ :M → N，写

ϕ(ui) =
n∑
j=1

aijvj, Aφ = (aij) ∈ Rm×n.

称 Aφ 为 ϕ 在这两组基下的矩阵表示。本章统一使用行坐标：若 x =
∑

i xiui，则

[ϕ(x)]C = [x]BAφ.

标量都写在基向量左边，因此该约定也适用于非交换环。

记矩阵表示的映射为

Φ : HomR(M,N) −→ Rm×n, ϕ 7−→ Aφ.

它与原来的同态 ϕ 是不同的映射。

定理 1.2.7 (矩阵表示的双射). 固定上述两组基后，Φ 是一个双射。

证明. 同态由基向量的像唯一决定，故 Φ 是单射。反之，任意矩阵 (aij) 指定 ui 7→∑
j aijvj；由自由模的泛性质，这一指定唯一延拓为模同态，故 Φ 是满射。

但到目前为止，我们只建立了 HomR(M,N) 与 Rm×n 之间的一个双射，还没有考
虑它们之间的代数结构是否相容。先前已经知道 HomR(M,N) 是 Z(R)-模，所以自然可
以借助这个双射，把同态的加法与纯量乘法传到矩阵空间上。任取 ϕ, ψ ∈ HomR(M,N)

及 z ∈ Z(R)，定义
Aφ + Aψ := Aφ+ψ,

zAφ := Azφ.

由基向量的像展开可知，这些运算恰好就是我们熟悉的逐项运算：

(bij) + (cij) = (bij + cij),

z(bij) = (zbij).
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因此，矩阵表示不仅把同态与矩阵一一对应起来，还保持加法和中心的纯量作用。

推论 1.2.8 (矩阵表示与中心作用). Φ : HomR(M,N) → Rm×n 是 Z(R)-模同构。这
里不能一般地推出它是秩为 mn的自由 Z(R)-模，因为 R作为 Z(R)-模未必自由，也
未必具有秩 1。

推论 1.2.9 (交换环上的同态模). 若 R 是交换幺环，则 Φ 是 R-模同构，且
HomR(M,N) 是具有 mn 个基向量的自由 R-模。

矩阵表示还要与同态的复合及基的选取相容。下面仍使用行坐标，不要求 R 交换。

命题 1.2.10 (矩阵表示的复合与换基). 沿用定义 1.2.6的记号，则：

1. 设 L 是有序基为 D 的自由左 R-模，ψ : N → L 为模同态，则在这三组基下

Aψ◦φ = AφAψ.

2. 设 B′ = (u′1, . . . , u
′
m)、C ′ = (v′1, . . . , v

′
n) 是新基，且

u′i =
m∑
j=1

pijuj, v′i =
n∑
j=1

qijvj,

其中 P = (pij)、Q = (qij) 均可逆。记 A′φ 为新基下的矩阵，则

A′φ = PAφQ
−1.

证明. (1) 对任意 x ∈M，行坐标满足

[ψ(ϕ(x))]D = [ϕ(x)]CAψ = [x]BAφAψ,

故复合的矩阵为 AφAψ。
(2) 新基向量在旧基下的坐标分别是 P,Q 的各行，因而

[x]B = [x]B′P, [y]C = [y]C′Q.

取 y = ϕ(x)，代入 [y]C = [x]BAφ 并右乘 Q−1，得到

[ϕ(x)]C′ = [x]B′PAφQ
−1.

由矩阵表示的唯一性得所述公式。这里没有交换任何乘积因子的顺序。

因此，左乘可逆矩阵改变定义域的基；右乘可逆矩阵 Q 时，陪域的基按 Q−1 变换。
后面将用这一对应解释 Smith 标准型如何简化生成元之间的关系。

1.2.3 交换幺环上的矩阵

上一节中我们已经知道，对自由模间同态的讨论可以归结为对环上矩阵的讨论。这
一节转而研究交换幺环上的矩阵，看看高等代数中熟悉的哪些性质仍然成立。本小节假
设 R 是非零交换幺环。行列式的基本恒等式仍然成立，但不能把域上的结论全部照搬
过来；特别是矩阵可逆的条件必须用“行列式是单位”，不能仅用“行列式非零”。
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定义 1.2.11 (行列式). 对 A = (aij) ∈ Rn×n，定义

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n).

约定 0× 0 矩阵的行列式为 1。

交换幺环上矩阵的行列式的性质与域上矩阵的行列式的性质基本一致，如交换两行
（列）符号变号，某一行（列）加到另一行（列）上不改变行列式的值，可用代数余子式
按行（列）展开，矩阵相乘的行列式等于矩阵的行列式相乘，等等。

利用矩阵表示与行列式的性质，我们现在可以回到先前留下的问题：同一个自由模
的两组有限基，所含元素的个数是否一定相同？下面先借助极大理想把这个问题化为域
上线性空间的维数问题，再给出用补零方阵和行列式得到矛盾的另一条证明路线。

定理 1.2.12 (交换幺环上自由模的秩唯一). 设 R 是非零交换幺环。若 Rm ∼= Rn，则
m = n。因此有限生成自由 R-模的基的大小唯一。

证明. 取 R 的一个极大理想 m。模同构将 mRm 映到 mRn，因而诱导

Rm/mRm ∼= Rn/mRn.

这是域 R/m 上的线性空间同构，即 (R/m)m ∼= (R/m)n，由维数唯一性得 m = n。

另一证明（行列式方法）. 用行坐标表示同构及其逆，得到 A ∈ Rm×n 与 B ∈ Rn×m，满
足 AB = Im、BA = In。若 m < n，在 A 下方补零行，在 B 右侧补零列，得到两个 n

阶方阵

Ã =

(
A

0

)
, B̃ =

(
B 0

)
.

它们满足 B̃Ã = BA = In，但 Ã 有零行，所以

0 = det B̃ det Ã = det(B̃Ã) = det In = 1,

与 R 非零矛盾。故 m ≥ n；交换 m,n 同理得 n ≥ m，于是 m = n。

定义 1.2.13 (有限生成自由模的秩). 设 R 是非零交换幺环，M 是有限生成自由
R-模。称任意一组基所含的元素个数为 M 的秩，记为 rankM。定理 1.2.12保证它
与基的选择无关；零模的秩为零。

推论 1.2.14 (标准自由模的同构判定). 对非零交换幺环 R，有 Rm ∼= Rn 当且仅当
m = n。

类似域上矩阵，可以定义代数余子式与伴随矩阵。

定义 1.2.15 (余子式与代数余子式). 任取方阵 A ∈ Rn×n，则去掉第 i 行和第 j 列后
得到的 (n − 1) 阶方阵的行列式 Mij 定义为 aij 的余子式，Aij := (−1)i+jMij 为 aij
的代数余子式。

完全类似域上矩阵的情形，矩阵的行列式可以利用代数余子式进行行（列）展开。
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定理 1.2.16 (代数余子式恒等式). 沿用上述记号，对任意 1 ≤ i, k ≤ n，有
n∑
j=1

aijAkj = δik detA,
n∑
j=1

ajiAjk = δik detA,

其中 δik = 1（i = k），δik = 0（i 6= k）。

证明. 当 i = k 时，两式分别是按第 i 行及第 i 列的行列式展开。当 i 6= k 时，将第 k

行替换为第 i 行，新矩阵有两行相同，故行列式为零；按替换后的第 k 行展开，其余子
式不变，得到第一式。对列作同样的替换与展开，得到第二式。

定义 1.2.17 (伴随矩阵). 沿用定义中代数余子式 Aij 的记号，定义 A 的伴随矩阵为

A∗ = (Aji)1≤i,j≤n.

即先组成代数余子式矩阵，再取转置。

由定理 1.2.16，易得如下结论。

定理 1.2.18 (伴随矩阵恒等式). 沿用上述记号，有：

AA∗ = A∗A = (detA)In.

证明. 乘积 AA∗ 的第 (i, k) 项为
∑

j aijAkj，由定理 1.2.16等于 δik detA。对 A∗A 同
理。

定义 1.2.19 (可逆矩阵). 考虑 Rn×n 上的环结构，其中的可逆元称为可逆矩阵。

利用定理 1.2.18，可逆矩阵有如下性质。

推论 1.2.20 (可逆矩阵的行列式判定). 沿用上述记号，有：

1. A 可逆当且仅当 detA 为 R 中单位;

2. 若 A 可逆，则 A−1 = (detA)−1A∗.

证明. 若 A可逆，则 detA detA−1 = 1，故 detA是单位。若 detA是单位，由定理 1.2.18可
知 (detA)−1A∗ 是 A 的双侧逆。

1.2.4 PID 上矩阵的标准型

以下将环的条件加强为主理想整环 D。我们的目标是通过可逆的行、列变换，将任
意矩阵化为标准型。后面将把矩阵的列、行看作生成元与关系的坐标，用这种标准型简
化模的结构。

定义 1.2.21 (等价矩阵). 设 D 是主理想整环，则称 D 上的两个同型的 m× n 矩阵
A,B 是等价的，若存在可逆矩阵 P ∈ Dm×m，Q ∈ Dn×n，使得：A = PBQ.

域上的矩阵都等价于非零对角元全为 1 的标准型。在一般主理想整环上，这一结论
未必成立；非零对角元还可能是非单位。下面用满足整除链的对角元给出相应的标准型。
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定理 1.2.22 (PID 上矩阵的标准型). 设 D 是主理想整环，A ∈ Dm×n。存在可逆矩
阵 P,Q 使得 PAQ 为 m× n 对角形矩阵，非零对角元为

d1, . . . , dr, di | di+1 (1 ≤ i < r),

其余元素全为零。其中 r ≤ min{m,n}。这称为 A 的 Smith 标准型。

证明. 思路是先把一个非零元素移到左上角，再利用最大公因子使它整除全部矩阵元素，
最后对剩余子矩阵归纳。关键在于：当左上角元素不能整除所选元素时，取最大公因子
会使它生成的主理想严格增大，因此可用理想升链的稳定性证明过程终止。

若 A = 0，结论显然。否则将一个非零元素移到左上角，记为 a。若第一列某个元
素 b 不被 a 整除，取 g = gcd(a, b) 及 u, v ∈ D 满足 ua+ vb = g。用可逆的两行变换(

u v

−b/g a/g

)
, det

(
u v

−b/g a/g

)
= 1,

可把这两个位置的元素 (a, b)T 化为 (g, 0)T。此时 (a) ⊊ (g)。对第一行中不被 a 整除的
元素，作对应的列变换。

当第一行、第一列的元素都被 a 整除时，用减去倍数的方法消去其余元素，得到(
a 0

0 B

)
.

若 B 中存在元素 b 不被 a 整除，先将 b 所在行加到第一行，使第一行出现 b，再用上
述列变换将左上角元素改为 gcd(a, b)；其生成的理想又严格增大，然后重新消去第一行
与第一列。

这个过程必定终止。事实上，PID 中任意理想升链稳定：升链的并仍是理想，设其
生成元为 c；c 属于升链中的某一项，则此项已经等于整个并。因此，不可能有无限多
个严格增大的左上角元素理想。终止时 a 整除 B 的每个元素。对 B 按较小的矩阵大小
归纳，得到满足整除链的对角元；归纳中的行、列变换仍保持各元素为 a 的倍数，故 a

整除下一个非零对角元，结论成立。

借助对行列式因子的讨论，我们可以得到标准型在相伴意义下的唯一性。

定义 1.2.23 (子矩阵与子式). 任取矩阵 A，考虑其中的行 i1 < i2 < · · · < ik，以及
列 j1 < j2 < · · · < jl，这些行列相交位置的元素构成一个新的 k× l 矩阵，称为 A 的
一个子矩阵。将任意一个 k × k 子矩阵的行列式称为 A 的一个 k 阶子式，若其由行
i1 < i2 < · · · < ik，列 j1 < j2 < · · · < jk 相交位置的元素构成，则将其记为：

A

(
i1 · · · ik
j1 · · · jk

)
.

定义 1.2.24 (矩阵的秩). 设 A ∈ Dm×n。若 A = 0，定义 rank(A) = 0；否则定义
rank(A) 为存在非零子式的最大阶数。等价地，它是将 A 视为分式域 Frac(D) 上的
矩阵时的秩。
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定义 1.2.25 (行列式因子). 对 A ∈ Dm×n 及 1 ≤ k ≤ min{m,n}，定义所有 k 阶
子式的最大公因子为 A 的 k 阶行列式因子 ∆k(A)，它在相伴意义下确定。约定
∆0(A) = 1；当所有 k 阶子式均为零时，约定 ∆k(A) = 0。

类似域上矩阵的情形，两个等价矩阵的秩与行列式因子在一定意义下相等。

定理 1.2.26 (等价变换保持秩与行列式因子). 任取两个等价矩阵 A,B，则：

1. rank(A) = rank(B);

2. ∆k(A) ∼ ∆k(B)，这里的 ∼ 表示相伴。

证明. 先考虑 B = PA。B 的每一行都是 A 各行的 D-线性组合。对任意 k 阶子式按行
列式的多重线性展开，含有重复行的项为零；其余各项是 A 的某个 k 阶子式乘以 D 中
的一个系数。因此 ∆k(A) 整除 ∆k(B)。对右乘 Q 作相同的列展开，结论仍成立。再利
用 A = P−1BQ−1 得到反方向的整除，故行列式因子相伴。各阶子式是否全为零也保持
不变，所以秩相等。

最后由上述讨论可得 PID 上矩阵标准型的唯一性。

定理 1.2.27 (标准型的唯一性). 设 A的 Smith标准型的非零对角元为 d1, . . . , dr，且
di | di+1。则 r = rank(A)，并且

∆i(A) ∼ d1 · · · di, di ∼
∆i(A)

∆i−1(A)
(1 ≤ i ≤ r).

因此标准型在各对角元相伴的意义下唯一。

证明. 由定理 1.2.26，只需计算标准型的子式。其非零 i 阶子式是 i 个不同非零对角元
的乘积。若所选指标为 j1 < · · · < ji，则 jk ≥ k，由整除链知 d1 · · · di 整除 dj1 · · · dji；而
选前 i 个对角元时，子式正好是 d1 · · · di。故最大公因子与此乘积相伴，进而得到商的
公式及唯一性。

定义 1.2.28 (矩阵的不变因子). 设 A 是 PID D 上的矩阵。称其 Smith 标准型中
按整除链排列的非零对角元 d1, . . . , dr 为 A 的不变因子。它们允许为单位，并由定
理 1.2.27在相伴意义下唯一确定；A = 0 时序列为空。

例 1.2.29 (对角矩阵的整除链调整). 取 A = diag(2, 3)。虽然它已经是对角矩阵，但
2 ∤ 3，还未满足 Smith 标准型的整除链。记 Ri, Ci 分别为第 i 行、第 i 列，作如下
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可逆的整数行、列变换：(
2 0

0 3

)
R1←R1+R2−−−−−−−→

(
2 3

0 3

)
C2←C2−C1−−−−−−−→

(
2 1

0 3

)

C1↔C2−−−−→

(
1 2

3 0

)
R2←R2−3R1−−−−−−−→

(
1 2

0 −6

)

C2←C2−2C1−−−−−−−→

(
1 0

0 −6

)
R2←−R2−−−−−→

(
1 0

0 6

)
.

因此标准型为 diag(1, 6)。也可用定理 1.2.27核对：∆1(A) = gcd(2, 3) = 1、∆2(A) = 6，
故不变因子为 1, 6。这里第一因子由最大公因子决定，不能直接把原来的 2, 3作为不
变因子。

例 1.2.30 (贯穿例子：整数矩阵的标准型). 取

A =

2 4 0

0 6 0

0 0 0

 .

将第二列减去第一列的两倍，得到 diag(2, 6, 0)。因此 rank(A) = 2，∆1 = 2、∆2 = 12，
不变因子为 2, 6。下一节将用同一个矩阵描述一个模的关系，再解释这些数决定了怎
样的商模。

1.3 有限生成模

1.3.1 生成元与关系

有限生成模已在定义 1.1.13中引入。以下先说明如何用自由模中的一个子模记录生
成元之间的全部关系，再利用 PID 的性质简化这些关系。

先前在说明自由模的结构时，设 M 的一组基为 x1, . . . , xn，我们利用了这样一个满
同态：

ϕ : Rn →M, (a1, . . . , an) 7→
∑
i

aixi.

由于基向量线性无关，这时 kerϕ = 0，所以 M ∼= Rn/ kerϕ = Rn。而对于任何有限生成
模 M，只要选定一组生成元 x1, . . . , xn，我们都可以做完全相同的事情。区别在于，这
组生成元未必线性无关，因而核可能不再为零。我们先保留这个核，再用模同态基本定
理描述 M。

定理 1.3.1 (有限生成模的结构). 对任意一个有限生成模 M，其一组生成元为
{x1, x2, . . . , xn}，则其同构于一个自由模商去一个子模：

M ∼= Rn/K,
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其中子模 K 为满同态：

ϕ : Rn −→M

(a1, . . . , an) 7−→ a1x1 + · · ·+ anxn.

的核 kerϕ = {(a1, . . . , an) ∈ Rn :
n∑
k=1

akxk = 0}.

证明. 对上述满同态应用定理 1.1.19即可。

由上述定理，自由模 Rn 的结构是确定的，所以在选定生成元后，M 的结构就由关
系子模 K = kerϕ 决定。注意到，一个系数向量 (a1, . . . , an) 属于核，恰好意味着

a1x1 + · · ·+ anxn = 0.

所以 K 不是随意引入的子模，而是包含了这组生成元之间全部 R-线性关系的集合。由
此可以看出，生成元以及生成元之间的全部关系决定了一个有限生成模的结构。

我们也可以在这里再一次体会自由模的“自由性”：当所选生成元是一组基时，它
们之间没有非平凡关系，所以 K = 0；若这组生成元有非平凡关系，就需要将这些关系
商掉，才能得到 M。这里要区分“模是自由的”与“所选生成元是一组基”。即使 M 本
身自由，也可以选取有关系的生成元，例如 Z 由 2, 3 生成，但有 3 · 2− 2 · 3 = 0，相应
的 Z2 → Z 的核并不为零。因此，不能把“核不为零”直接等同于“模不自由”；它首先
说明的是所选生成元之间有关系。

1.3.2 PID 上的有限生成模

这一小节将环的条件加强为主理想整环 D，研究其上有限生成模的结构。首先，在
先前我们已经看到，一个有限生成模必定同构于一个自由模商去一个子模。具体地，若
M 由 x1, . . . , xn 生成，则由定理 1.3.1有 M ∼= Dn/K。由此看出，要搞清楚 M 的结构，
首先要搞清楚自由模 Dn 的子模 K 的结构。如果 K 也有有限基，我们就能用一个有限
矩阵记录这些关系，再试着通过变换基把它们简化。这说明为什么下面首先研究自由模
的子模。

定理 1.3.2 (PID 上自由模子模的结构). 设 K ⊆ Dn 为子模，其中 D 是主理想整环。
则 K 为有限生成自由模，且 rankK ≤ n。

证明. 对 n 归纳。n = 0 时显然。n = 1 时，K 是 D 的理想，故 K = Dd；若 d 6= 0，则
a 7→ ad 是 D → K 的同构，否则 K = 0。

设 n ≥ 2，取第一坐标投影 π : Dn → D。若 π(K) = 0，则 K ⊆ ker π ∼= Dn−1，由归
纳假设得结论。若 π(K) = Dd且 d 6= 0，取 v ∈ K 满足 π(v) = d，并令 K0 = K ∩ker π。
每个 x ∈ K 满足 π(x) = ad，于是 x− av ∈ K0，故 K = Dv +K0。若 av ∈ K0，投影
后有 ad = 0；由于 D 为整环且 d 6= 0，必有 a = 0。因此

K = Dv ⊕K0.

其中 Dv ∼= D，而 K0 由归纳假设是秩不超过 n − 1 的自由模，故 K 是秩不超过 n 的
自由模。
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引理 1.3.3 (直和的商). 设 M1,M2 为 M 的子模，且 M1+M2 =M1⊕M2，N1 ⊆M1

与 N2 ⊆M2 为子模，则有：

(M1 ⊕M2)/(N1 ⊕N2) ∼= (M1/N1)⊕ (M2/N2).

证明. 定义满模同态

M1 ⊕M2 −→ (M1/N1)⊕ (M2/N2), m1 +m2 7−→ (m1 +N1,m2 +N2).

内直和保证 m1,m2 唯一，因此映射良定义；其核为 N1 ⊕N2。应用定理 1.1.19即可。有
限多个直和项的情形同理。

我们已经知道 M ∼= Dn/K，而 K 也是自由模。分别写出两组基后，有

Dn = Du1 ⊕ · · · ⊕Dun, K = Dv1 ⊕ · · · ⊕Dvm, m ≤ n.

我们希望借助引理 1.3.3，把商模逐项拆开来研究。但任意选出的两组基之间未必有
Dvi ⊆ Dui，所以此时还不能直接写出 Dui/Dvi。那么接下来可以做的事情，就是在 Dn

与 K 中找到两组合适的基，使每个 vi 只涉及对应的一个 ui，也就是 vi = diui。如果能
做到这一点，我们就得到

Dn/K ∼=
m⊕
i=1

Dui/D(diui)⊕
n⊕

j=m+1

Duj,

原来混在一起的关系便分别只约束一个生成元。上一节的矩阵标准型正是帮助我们找出
这种基的工具，下面把这个思路写成定理。

定理 1.3.4 (与子模相适配的基). 设 K ⊆ Dn 为子模，rankK = m。存在 Dn 的一
组基 u1, . . . , un 及 K 的一组基 v1, . . . , vm，使得

vi = diui (1 ≤ i ≤ m), 0 6= di ∈ D, di | di+1 (1 ≤ i < m).

证明. 由定理 1.3.2，K 有含m ≤ n个元素的基。取 K 与 Dn的任意基，嵌入 ι : K → Dn

的行坐标矩阵为 m× n 矩阵 A。由定理 1.2.22，取可逆矩阵 P,Q 使 PAQ 为 Smith 标
准型。按命题 1.2.10，将定义域的基按 P 变换，将陪域的基按 Q−1 变换，新矩阵恰为
PAQ。这个标准型必须有 m 个非零对角元：否则某个定义域基向量映为零，与 ι 是单
射矛盾。因此新基满足 vi = diui，且 di 满足整除链。

为了将 PID 上有限生成模的结构叙述更清楚，还需要引入模中元素的零化子的概
念。
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定义 1.3.5 (零化子，扭元与扭模). 设 M 是交换幺环 R 上的模，对 x ∈ M 定义其
零化子

ann(x) = {a ∈ R : ax = 0},

这是 R的理想。以下关于扭元的讨论假设 R是整环。若存在 0 6= a ∈ R使得 ax = 0，
称 x 为扭元；零元也属于扭元。定义

Tor(M) = {x ∈M : ∃ 0 6= a ∈ R, ax = 0}.

若 Tor(M) = 0，称 M 为无扭模；若 Tor(M) = M，称 M 为扭模。非零元素 x 满
足 ann(x) = 0 时，也称 x 为自由元。

Tor(M) 是子模：若 ax = 0、by = 0 且 a, b 6= 0，则 ab(x− y) = 0；整环条件保证
ab 6= 0。对 r ∈ R，有 a(rx) = r(ax) = 0，故它也对纯量乘法封闭。若允许零因子，上
述定义未必给出子模。例如 M = R = Z/6Z 时，2, 3 都被非零元素杀死，但它们的和 5

是单位，不被非零元素杀死。

例 1.3.6 (无扭不等于自由). 整环上的自由模必为无扭模。反之一般不成立：Q 作为
Z-模是无扭模，却不是自由模。若它有一组基，取其中任意基向量 b，由 b/2 ∈ Q 及
基展开，等式 b = 2(b/2) 将要求 b 的坐标 1 是某个整数的两倍，矛盾。

综合以上的分析，我们可以得出最终的结论，即 PID 上的有限生成模结构定理。

定理 1.3.7 (PID 上有限生成模结构定理). 设 M 是主理想整环 D 上的有限生成模。
则存在 r, s ≥ 0 及非零非单位 d1, . . . , ds，满足 di | di+1，使得

M ∼= Dr ⊕
s⊕
i=1

D/(di).

等价地，M 可写为有限多个非零循环子模的内直和，先列出扭循环项，再列出自由
循环项，各生成元的零化子形成下降链。零模对应 r = s = 0。

证明. 先把关系子模的基与自由模的基适配，再逐项取商：每个关系 diui 只约束对应的
一个生成元，其余生成元给出自由部分。

由定理 1.3.1，写 M ∼= Dn/K；由定理 1.3.4，可取

Dn =
n⊕
i=1

Dui, K =
m⊕
i=1

D(diui), di | di+1.

由于 D(diui) ⊆ Dui，引理 1.3.3给出

Dn/K ∼=
m⊕
i=1

Dui/D(diui)⊕
n⊕

j=m+1

Duj.

映射 D → Dui/D(diui)、a 7→ aui +D(diui) 的核为 (di)，故该商同构于 D/(di)。当 di
为单位时，这一商为零，将这些项删去；剩下的非单位仍满足整除链，重编号后即得所
述形式，且 r = n−m。将各直和项的循环生成元通过同构送入 M，便得到内直和表述。
它们的零化子依次为 (d1) ⊇ · · · ⊇ (ds) ⊇ 0，而自由循环项的零化子为零。
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PID 上有限生成模结构定理告诉我们，一个这样的模可以写成若干循环子模的直
和。我们再看这个分解中两类循环项的意义：对扭循环项 D/(di)，它的生成元 1 + (di)

满足

di
(
1 + (di)

)
= 0 + (di).

因此，每个这样的循环项都是扭模；有限多个扭循环项的直和仍为扭模，因为各个 di 的
乘积能杀死全部这些项。另一方面，剩下的 r 个循环项都同构于 D，它们的直和是自由
模 Dr，秩为 r。所以，这个结构定理把 M 分成了“受非零关系约束的部分”与“没有
关系约束的自由部分”。前面的构造也给出了它们的来路：生成元给出自由模，关系给
出子模，标准型将关系分离为逐个生成元的关系。由此，我们定义分解中的秩与不变因
子；至于这些数据是否与分解的选择无关，还需要继续证明。

定义 1.3.8 (PID 上有限生成模的秩与不变因子). 设 M 有定理 1.3.7中的分解

M ∼= Dr ⊕
s⊕
i=1

D/(di), 0 6= d1 | · · · | ds,

其中各 di 均非单位。称 r 为 M 的秩，称 d1, . . . , ds 为 M 的不变因子，后者在相伴
意义下考虑。它们的唯一性将在定理 1.3.21中证明。

回顾先前 PID 上矩阵的标准型，对角线上的非零元素 d1, . . . , dr 被称为矩阵的不变
因子；这里我们又定义了模的不变因子。为什么两种不同的对象使用了同一个名称？它
们的联系就在于：矩阵可以记录一个模的生成元之间的关系，而矩阵的标准型把这些关
系逐个分离。下面先用已经算过的矩阵观察这个联系，再从两个方向说明一般情形。

例 1.3.9 (贯穿例子：从矩阵到商模). 继续例 1.2.30。使用行坐标，把 A 看作同态
Z3 → Z3、x 7→ xA 的矩阵。其像为

K = Z(2, 4, 0) + Z(0, 6, 0).

定义 M = Z3/K。前面的列变换对应陪域的基变换，将 K 变为由 (2, 0, 0)与 (0, 6, 0)

生成的子模，故

M ∼= Z⊕ Z/2Z⊕ Z/6Z.

因此 M 的秩为 1，不变因子为 2, 6。

一方面，任给 PID 上的有限生成模 M ∼= Dn/K，关系子模 K 由定理 1.3.2有有限
基。考虑嵌入映射 ι : K → Dn 的矩阵；按照定理 1.3.4的过程，将它化为 Smith标准型，
便得到 vi = diui 这样的逐项关系。因此，这个关系矩阵的非零不变因子中，删去单位
后剩下的因子，正是模的不变因子。单位关系把一个生成元全部商掉，不留下非零循环
项；这一点也解释了为什么矩阵的不变因子允许为单位，而模的不变因子在规范分解中
不允许为单位。

另一方面，任给一个 PID 上的矩阵 A ∈ Dm×n，使用本章的行坐标约定，它确定同
态

ϕ : Dm −→ Dn, x 7−→ xA.
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设 A 的 Smith 标准型有 r = rank(A) 个非零对角元 d1, . . . , dr。选择相应的新基
w1, . . . , wm 与 u1, . . . , un，同态便有

ϕ(wi) =

diui, 1 ≤ i ≤ r,

0, r < i ≤ m.

因此，其像正好是 D(d1u1)⊕ · · · ⊕D(drur)，于是

Dn/ Imϕ =

(
n⊕
i=1

Dui

)/( r⊕
i=1

D(diui)

)

∼=

(
r⊕
i=1

Dui/D(diui)

)
⊕

(
n⊕

j=r+1

Duj

)

∼=

(
r⊕
i=1

D/(di)

)
⊕Dn−r.

这就由矩阵构造出了一个有限生成模，并直接读出了它的自由秩与循环关系。仍然要删
去其中 di 为单位时对应的零商模，剩下的 di 才是这个模的不变因子。

推论 1.3.10 (有限生成无扭模的自由性). PID 上有限生成的无扭模必为自由模。

证明. 在定理 1.3.7的分解中，每个非零 D/(di) 都是扭模。若 M 无扭，这些项均不能出
现，因此 M ∼= Dr，为自由模。

上述推论中主理想整环与有限生成的条件均不能直接删去。

例 1.3.11 (删去有限生成或 PID 条件的反例). 两个条件都不能直接删去。

1. R = Z[x] 的理想 I = (2, x) 是有限生成无扭 R-模，却不是自由模。若它自由，
任意两个非零元素 a, b ∈ I 都有关系 ba − ab = 0，故基至多有一个元素，从而
I 必须是主理想。若 I = (f)，则 f | 2 且 f | x，迫使 f 为单位，然而 I 是真理
想：代入 x = 0 再模 2 的同态将 I 送到零。因此矛盾。

2. Q 作为 Z-模无扭，但不有限生成，也不自由。有限个有理数的整数线性组合，
其分母均被某个固定正整数整除，不能得到全部有理数；不自由性见例 1.3.6。

1.3.3 PID 上的有限生成扭模

上一小节中我们已经知道 PID 上有限生成模的结构，现在希望进一步证明这种结
构在适当意义下是唯一的。具体地，我们想证明自由部分的秩与不变因子序列都是由模
本身决定的，其中因子在相伴意义下考虑。这一小节先通过研究有限生成扭模来确定因
子数据的唯一性，最后再处理自由部分的秩，从而完成整个结构定理的唯一性证明。

有限维线性空间作为特殊的 PID 上有限生成模具有许多良好的结构性质，于是证
明上述唯一性的大体思路就是将模上的问题转化到线性空间上来讨论。注意到以下观察
可以帮助我们将一般 PID 上的模转化为域上的线性空间。
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命题 1.3.12 (被不可约元杀死的模与线性空间). 设 N 为一个 D-模，D 是主理想整
环，且存在 p ∈ D，对任意 u ∈ N 满足：

pu = 0,

则 N 可以成为一个 D/(p)-模，而若 p 是 D 中的不可约元素，其生成的理想 (p) 为
一个极大理想，故 D/(p) 是一个域，于是 N 成为一个域 D/(p) 上的线性空间。

证明. 对 a ∈ D/(p) 及 u ∈ N，定义 a u = au。若 a− b ∈ (p)，则 (a− b)u = 0，故作用
良定义。若 p 不可约，PID 中 (p) 是极大理想，因此 D/(p) 是域，N 即为其上的线性
空间。

通过上述观察可以看出，我们接下来要做的事情就是把 M 分解为一列零化子是由
p 或 pk 生成的循环模，其中 p 是 D 中的不可约元素。借助下面的引理可以帮助我们进
行上述分解。

引理 1.3.13 (互素零化子的分解). 设 D 为主理想整环，u ∈ M 满足 ann(u) = (ab)，
其中 a, b 6= 0 且互素。则存在 u1, u2 ∈ Du 使得

Du = Du1 ⊕Du2, ann(u1) = (a), ann(u2) = (b).

证明. 取 r, s ∈ D 满足 ra + sb = 1，令 u1 = sbu、u2 = rau，则 u = u1 + u2。显然
au1 = 0。若 cu1 = 0，则 ab | csb，消去 b 6= 0 得到 a | cs。由 sb ≡ 1 (mod a) 知 s

在 D/(a) 中可逆，故 a | c；因此 ann(u1) = (a)。对 u2 同理。若 x ∈ Du1 ∩ Du2，则
ax = bx = 0，从而 x = (ra+ sb)x = 0，所以和为直和。

对任意非零非单位 d ∈ D，在相伴意义下写 d ∼ pk11 · · · pkmm ，其中 pi 互不相伴且不
可约，ki ≥ 1。反复使用引理 1.3.13，可将零化子为 (d) 的循环模分解为零化子分别为
(pkii ) 的循环模的直和。

推论 1.3.14 (循环扭模的素幂分解). 设 ann(u) = (d)，其中 d 6= 0 且非单位。在相
伴意义下写

d ∼ pk11 · · · pkmm ,

其中 pi 互不相伴且不可约，ki ≥ 1。则 Du =
⊕m

i=1Dui，其中 ann(ui) = (pkii )。

证明. 不同不可约元的幂互素，对引理 1.3.13按因子个数归纳即可。

下面定义 p-分支与 p-模。

定义 1.3.15 (p 分支与 p-模). 设 M 为 PID D 上的有限生成扭模，p ∈ D 为不可约
元素。定义它的 p-分支

Mp = {x ∈M : ∃k ≥ 0, pkx = 0}.

若 M =Mp，称 M 为 p-模。相伴的不可约元给出相同的分支。

容易验证下述关于 p-分支的性质。
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定理 1.3.16 (分支的基本性质). 对上述 M 及不可约元 p，有：

1. Mp 是子模，且 u ∈Mp 当且仅当 ann(u) = (pk) 对某个 k ≥ 0 成立；k = 0 恰对
应 u = 0；

2. 若 p, q 互不相伴且不可约，则 Mp ∩Mq = 0。

证明. 若 pax = 0、pby = 0，取 k = max{a, b} 即可得到 pk(x − y) = 0；标量倍也被相
同的幂杀死，故 Mp 是子模。若 u 6= 0 且 pku = 0，写 ann(u) = (d)，则 d | pk，因此
d 与某个 pj 相伴，反方向显然。对 u = 0，零化子为 D = (1)。若 x ∈ Mp ∩Mq，则
pax = qbx = 0。由于 pa, qb 互素，用 Bézout 等式即可得 x = 0。

有上述准备后，我们可以将 PID 上任意一个有限生成扭模分解为一系列 p-分支的
直和。

定理 1.3.17 (PID 上有限生成扭模的 p-分支分解). 设 M 为 PID 上的有限生成扭
模。存在有限个互不相伴的不可约元 p1, . . . , pm，使得

M =Mp1 ⊕ · · · ⊕Mpm , Mpi 6= 0.

其它不可约元的分支均为零。各非零分支是由 M 本身定义的子模，因此这个分解及
所用不可约元的相伴类唯一。零模对应空直和。

证明. 由定理 1.3.7，M 是有限多个非零循环扭模的直和。把每个循环项的零化子分解
为不可约元的幂，再反复使用引理 1.3.13，得到各项的素幂分解。合并被同一个 pj 的幂
杀死的各项，记所得子模为 Nj，则 M =

⊕
j Nj，且存在 ej ≥ 1 满足 p

ej
j Nj = 0。

证明 Nj =Mpj。包含 Nj ⊆Mpj 显然。若 x ∈Mpj，写 x =
∑

l xl、xl ∈ Nl，并取 k

使 pkjx = 0。直和性给出每个 pkjxl = 0。当 l 6= j 时，pkj 与 pell 互素，且二者都杀死 xl，
由 Bézout 等式得 xl = 0。故 x = xj ∈ Nj。相同论证表明未出现在分解中的不可约元 p

满足 Mp = 0。因此非零分支及对应的相伴类都由 M 内在确定。

上面已经证明了有限生成扭模的 p-分支分解，而各分支本身是由模内在定义的子
模，因此这一步的分解是唯一的。于是，对任意一个有限生成扭模，我们只要分别确定
每个 p-分支的因子数据，就能确定整个扭模的因子数据。但目前还不知道一个 p-模能否
用不同的素幂指数分解成循环项，所以接下来的关键就是证明这些指数唯一。我们会再
次把问题转到线性空间上来讨论。一般有限生成模还可能有自由部分，不能直接说它也
完全由这些分支组成；自由秩的问题留到最后处理。

定理 1.3.18 (PID 上 p-模分解的唯一性). 设 M 为有限生成 p-模，且有两种非零循
环子模分解

M =
s⊕
i=1

Dyi =
t⊕

j=1

Dzj,

其中 ann(yi) = (pmi)、ann(zj) = (pnj)，且

1 ≤ m1 ≤ · · · ≤ ms, 1 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nt.

则 s = t，且 mi = ni。
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证明. 关键是从 M 本身构造线性空间层，使其维数记录每个素幂指数的出现次数；这
样得到的数据就不依赖某次分解的选择。
由 p-模的定义，各个循环项的零化子都是 p的幂；我们只需从模本身确定循环项的

个数与这些幂的指数。取任意 k ≥ 0，考虑 pkM = {pkx : x ∈ M}。这些都是 M 的子
模，并且组成下降链

M ⊇ pM ⊇ p2M ⊇ · · · .

如果取相邻两层的商 Nk = pkM/pk+1M，就有 pNk = 0。这正好满足命题 1.3.12的条件，
所以 Nk 成为域 D/(p) 上的线性空间。由于 M 有限生成，Nk 也是有限维的；我们便可
以利用维数不依赖基或分解的性质。把上述直和分解传到 Nk，得到

Nk
∼=
⊕
i

D(pkyi)/D(pk+1yi).

若 k ≥ mi，这一项为零；若 k < mi，则映射

D → D(pkyi)/D(pk+1yi), a 7→ apkyi +D(pk+1yi)

的核恰为 (p)：若 apkyi = bpk+1yi，则 pmi | pk(a− bp)，故 p | a；反之显然。因此该项同
构于 D/(p)，维数为 1。于是

ck := dimD/(p)Nk = #{i : mi > k} = #{j : nj > k}.

Nk 由 M 本身定义，故这些维数不依赖分解。c0 = s = t，且 ck − ck+1 恰为指数等于
k + 1 的循环项个数，因此两个指数序列相同。

在证明了 PID 上 p-模关于其不变因子分解的唯一性后，考虑 PID 上有限生成扭模
M 的 p-分支分解，可以对 M 进行如下分解并定义初等因子。

定义 1.3.19 (初等因子). 设 M 为 PID 上的有限生成扭模。先作唯一的非零分支分
解 M =

⊕
pMp，再将每个 Mp 写为非零循环项的直和

Mp
∼=

sp⊕
i=1

D/(pkp,i), 1 ≤ kp,1 ≤ · · · ≤ kp,sp .

所有 pkp,i 构成的多重集称为 M 的初等因子。由定理 1.3.17和 1.3.18，它在相伴意义
下唯一；其中每个因子的重数也必须保留。对一般的 PID 上有限生成模，约定其初
等因子为扭子模 Tor(M) 的初等因子。

容易看出，对于 p-模来说其初等因子就是不变因子，故对于一般的 PID 上有限生
成扭模 M，考虑其 p-分支分解，将其每个 p-分支作为 p-模的不变因子收集起来就是 M

的全部初等因子。
下面的定理给出初等因子与不变因子的关系，不变因子显然可以完全决定初等因

子，另一方面，初等因子也可以完全决定不变因子。

定理 1.3.20 (不变因子与初等因子的转换). PID 上有限生成扭模的不变因子序列与
初等因子多重集互相决定，均在相伴意义下考虑。
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证明. 给定不变因子，将各 di 分解为不可约元的幂，并用引理 1.3.13分解 D/(di)，即可
得到初等因子。

反过来，我们只需证明初等因子可以唯一决定不变因子；下面的过程也说明怎样具
体算出这些不变因子。将属于同一个不可约元相伴类的初等因子放在同一行，并按指数
递增排列，得到

p
k1,1
1 , . . . , p

k1,s1
1 ,

p
k2,1
2 , . . . , p

k2,s2
2 ,

...

p
kt,1
t , . . . , p

kt,st
t .

这里 p1, . . . , pt 互不相伴，且每行指数递增。设 s = max{s1, . . . , st}。先把每行中指数最
大的那个初等因子相乘，得到最后一个不变因子

ds = p
k1,s1
1 · · · pkt,stt .

然后删去这些已经用过的初等因子，再把剩下每行中指数最大的因子相乘，得到 ds−1。
如果某一行已经没有剩余因子，就把这一行的贡献看作 1；不断这样进行下去，直到得
到 d1, . . . , ds。

把这个过程一次写出，就是将较短的指数行在左边补零至长度 s。记补齐后的指数
为 ep,i，则

di =
∏
p

pep,i (1 ≤ i ≤ s).

这说明为什么要在左边补零：最大的指数始终对应最后一个不变因子，随后由右向左取
出剩余的因子。由于每行指数递增，有 di | di+1；某一行长度为 s，所以各 di 都非单位。
每一列中的不同素幂互素，由引理 1.3.13可以再将 D/(di) 拆开，恰好得到给定的全部
初等因子。任何满足整除链的非单位不变因子序列，其每个 p 的正指数必须按这个次序
排列且靠右放置，故它只能由上述方式得到。因此转换唯一。若 M = 0，两组因子均为
空。

由此我们可以得到最终的结论。

定理 1.3.21 (PID 上有限生成模结构的唯一性). 若 PID 上有限生成模 M 有两种规
范分解

M ∼= Dr ⊕
s⊕
i=1

D/(di) ∼= Dr′ ⊕
s′⊕
j=1

D/(d′j),

其中各 di, d
′
j 非零非单位，并分别满足整除链，则

r = r′, s = s′, di ∼ d′i.

等价地，非零循环子模内直和分解，在零化子下降链的条件下，其项数与对应的零
化子唯一。

证明. 先用内在定义的扭子模分开自由部分与扭部分：商模确定自由秩，扭子模的分支
及各层维数确定初等因子，再由转换定理恢复不变因子。
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在任意上述分解中，自由部分无扭，循环商项均为扭模。因此 M 中全部扭元构成
的内在子模 Tor(M) 恰对应循环商项的直和，且

M/Tor(M) ∼= Dr ∼= Dr′ .

由定理 1.2.12得 r = r′。再对 Tor(M) 使用定理 1.3.17、1.3.18，得到唯一的初等因子多
重集；由定理 1.3.20得到 s = s′ 且 di ∼ d′i。这分别完成自由部分与扭部分的唯一性证
明。

推论 1.3.22 (PID 上有限生成模的同构判定). 设 M1,M2 是 PID 上的有限生成模，
则以下命题等价：

1. M1
∼= M2；

2. M1,M2 有相同的秩和不变因子；

3. M1,M2 有相同的秩和初等因子。

证明. 模同构保持扭子模及自由商模，故由定理 1.3.21得到相同的秩与因子。反之，相
同的这些数据给出相同的规范分解，因此两模同构。

注 (结构数据唯一与分解的选择). 定理 1.3.21确定的是自由秩与因子数据；Tor(M) 及
其非零 p-分支也是内在定义的子模，但自由补模和具体循环子模可以有不同选择。例如
令 M = Z⊕ Z/2Z，取

T = 0⊕ Z/2Z, U = Z(1, 0), U ′ = Z(1, 1).

则 U 6= U ′，而 M = U ⊕ T = U ′⊕ T：任意 (a, b) 可写成 a(1, 1) + (0, b− a)，且 U ′ 与 T

的交为零。两种分解的自由秩都是 1，不变因子都是 2。

例 1.3.23 (贯穿例子：初等因子与分支). 例 1.3.9中的 M 满足

Tor(M) ∼= Z/2Z⊕ Z/6Z ∼= (Z/2Z)2 ⊕ Z/3Z.

故初等因子为 2, 2, 3；注意 2 出现两次。2-分支为 (Z/2Z)2，3-分支为 Z/3Z。从初等
因子恢复不变因子时，两行素幂指数分别为 (1, 1) 与 (0, 1)，逐列相乘得到 2, 6。自
由部分 Z 则给出秩 1。

25



第二章 域

本章从域的基本性质出发，把“添加元素”与“对多项式环取商”联系起来，继而
用最小多项式计算扩张次数，再逐次添加多项式的根，构造并比较分裂域。

2.1 基本概念

2.1.1 域、特征与同态

定义 2.1.1 (域). 若 F 是非零整环，且每个非零元素均可逆，则称 F 为域。

在环论中我们已经知道域没有非平凡理想，具体地我们有如下定理。

定理 2.1.2 (域的理想刻画). 非零交换幺环 F 是域，当且仅当它的理想只有 0 与 F。

证明. 若 F 为域且理想 I 含有 0 6= a，则 1 = a−1a ∈ I，故 I = F。反之，若 0 6= a ∈ F，
则非零理想 (a) 只能等于 F，于是存在 b ∈ F 使 ba = 1，因此 a 可逆。

由上述定理及理想对应定理，非零交换幺环 R 对极大理想 I 取商得到域 R/I，因
为商环没有非平凡理想。这是构造域的一个基本办法。

例 2.1.3 (通过构造商环得到域的例子).

1. 设 p 为素数，则 pZ 是 Z 的极大理想，故 Z/pZ 是一个含有 p 个元素的域，记
为 Fp，这是有限域（亦称 Galois 域）的一个例子；

2. 考虑域 F 及整环 F [x]，设 f(x) ∈ F [x] 不可约，则 (f(x)) 是 F [x] 的一个极大
理想，故 F [x]/(f(x)) 是一个域。

环论中对环的特征的讨论同样可以放到域中讨论。

定义 2.1.4 (域的特征). 若存在正整数 n 满足 n1 = 0，定义域 F 的特征为

Ch(F ) = min{n ≥ 1 : n1 = 0};

否则定义 Ch(F ) = 0。域的特征是零或素数。

证明. 若特征为正整数 n，则 n 6= 1。若 n = ab 且 1 < a, b < n，则 (a1)(b1) = n1 = 0，
但由 n 的最小性 a1, b1 均非零，与域无零因子矛盾。故 n 为素数。

将环同态与环同构的概念在域上考虑即可得到域同态与同构的概念。

定义 2.1.5 (域同态与域同构). 设 E,F 是域，映射 ϕ : E → F 称为域同态，若 ϕ 是
环同态，且 ϕ(1E) = 1F . 若域同态 ϕ 是双射，称 ϕ 为域同构。

可以看出，域同态相较于允许不保持幺元的环同态，多了一个“将幺元送到幺元”
的要求。但对两个域之间的非零环同态，这个性质并不是额外强加的，而是自然成立的。
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考虑非零环同态 ϕ : E → F，任取 α ∈ ϕ(E)，写 α = ϕ(β)，则

αϕ(1E) = ϕ(β1E) = ϕ(β) = α,

ϕ(1E)α = ϕ(1Eβ) = ϕ(β) = α.

所以 ϕ(1E) 是像中的幺元。由于 ϕ 非零，可以取 α 6= 0；在 F 中消去 α，就得到
ϕ(1E) = 1F。因此，定义中保持幺元的条件也就是明确排除了零映射。

定理 2.1.6 (域同态的单射性). 域同态一定是单射。

证明. 任取域同态 ϕ : E → F，它也是一个环同态，环论中我们知道 kerϕ 是 E 的一
个理想，由于 E 是域，它的理想只有 {0} 和 E，由 ϕ(1E) = 1F 知 kerϕ 6= E，则有：
kerϕ = {0}，则 ϕ 是单射。

定义 2.1.7 (域同态集合与自同构群). 记全体 E 到 F 的域同态构成的集合为
Hom(E,F )。从域 E 到自身的域同态称为自同态，其中的双射称为自同构。E 的
全体自同构在映射复合下组成的群称为它的自同构群，记为 Aut(E)。

复合仍是域自同构，恒等映射是单位元，自同构的逆仍保持域运算，因而 Aut(E)
确实是群。

例 2.1.8 (Frobenius 同态). 设 F 为特征 p > 0 的域。映射

Fr : F → F, a 7→ ap

称为 Frobenius 同态。由特征 p 下 (a+ b)p = ap + bp，它保持加法；它也保持乘法
与幺元，故为域同态。当 F 有限时，由定理 2.1.6，它是单射，从而是自同构；在 Fp
上它恰为恒等映射。

2.1.2 子域与素域

定义 2.1.9 (子域). 设 E 是域，F ⊆ E 是 E 的子集，若 F 在 E 的运算下也成为一
个域，则称 F 是 E 的子域，E 是 F 的扩张，记作 E/F .

对于一般的域同态 ϕ : E → F，由于 E ∼= Imϕ，故我们可以把 E 看作 F 的子域，
F 是 E 的扩张。

比较同一基域的两个扩张时，还要指定映射在基域上的行为。

定义 2.1.10 (基域上的同态与同构). 设 E,E ′ 都是 F 的扩域。若域同态 σ : E → E ′

满足 σ|F = idF，称它为 F -同态；若它还是双射，称为 F -同构。当 E ′ = E 时，F -同
构也称为 F -自同构。

定理 2.1.11 (子域的交). 任意一族子域的交还是子域。

证明. 在固定域 E 中，各子域都含 0, 1，且对加减乘及非零元素取逆封闭，因此它们的
交也满足这些条件，故为子域。空族的交约定为 E。

类似子环的生成，我们有子域的生成。
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定义 2.1.12 (子域的生成). 设 E 是域，S ⊆ E 是 E 的子集，则定义由 S 生成的域
为：

C(S) :=
⋂

{F : S ⊆ F ⊆ E且F为E的子域}.

交中的域都包含 S，所以 C(S) 是 E 中包含 S 的最小子域。这里允许 S = ∅；其
生成的子域就是后面的素域。考虑 S 生成的含幺子环，再加入非零元素的逆，就得到这
个子域。

定理 2.1.13 (生成子域与分式域). 设 S ⊆ E，则 C(S) 是 E 中由 S 生成的含幺子环
的分式域。

证明. 一方面，任意 E 中含 S 的子域包含 S 生成的子环，也就包含其分式域，故所有
子域的交包含该分式域；另一方面，该分式域是 E 中包含 S 的子域，故分式域包含所
有子域的交。

定义 2.1.14 (素域). 考虑 E 所有子域的交，这仍是一个子域，称其为 E 的素域，于
是任意一个域都有素域作为子域，或者说任何一个域都是其素域的扩张。

定理 2.1.15 (素域的生成). 设 E 是域，其素域为 1 生成的子域 C(1).

证明. 每个子域都包含 1，所以都包含由 1 生成的子域 C(1)。另一方面，C(1) 本身也
是 E 的子域，因此全部子域的交恰为 C(1)。

定理 2.1.16 (素域的结构). 任何一个域 E 的素域一定同构于 Fp 或 Q。且：

1. E 的素域同构于 Fp 当且仅当 Ch(E) = p；

2. E 的素域同构于 Q 当且仅当 Ch(E) = 0.

证明. 当 Ch(E) = p 时，容易验证 1 生成的子环同构于 Z/pZ，则 1 生成的子域同构于
Z/pZ 的分式域 Fp；当 Ch(E) = 0 时，容易验证 1 生成的子环同构于 Z，则其生成的子
域同构于 Z 的分式域 Q.

定理 2.1.17 (域同态固定素域). 设 E,F 都是素域K 的扩张，任取域同态 ϕ : E → F，
必有：ϕ|K = idK .

证明. 由域同态满足 ϕ(1E) = 1F 以及素域由 1 生成即得。

2.1.3 扩张次数与塔式公式

把扩域看成基域上的线性空间，就能用维数衡量扩张的大小，并在逐次扩张时计算
总次数。

定理 2.1.18 (扩域作为线性空间). 设 E 是 F 的扩张，则 E 是 F -线性空间。

证明. 以 E 中的加法作为向量加法，以 F 与 E 中的乘法作为数乘。线性空间公理由域
的运算律得到。
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定义 2.1.19 (域的扩张次数). 设 E 为 F 的扩张，E 作为 F -线性空间的维数称为 E

对 F 的扩张次数，记为 [E : F ]，若 [E : F ] < ∞，则称 E/F 为有限扩张，否则称
为无限扩张。当 E 是 F 的有限扩张，称 E 作为 F -线性空间的一组基为 E 的一组
F -基。

例 2.1.20 (二次扩张与基).

1. C 是 R 的二次扩张，且 1, i 是 C 的一组 R-基；

2. Q(
√
2) 是 Q 的二次扩张，且 1,

√
2 是 Q(

√
2) 的一组 Q-基；

定义 2.1.21 (中间域). 设 E/F 是域扩张。若 K 是 E 的子域且 F ⊆ K ⊆ E，称 K

为 E/F 的中间域。

定理 2.1.22 (扩张次数的塔式公式). 设 E/K，K/F 都是有限扩张，则 E/F 也是有
限扩张，且有：

[E : F ] = [E : K][K : F ].

证明. 设 u1, . . . , um 是 E 的一组 K-基，v1, . . . , vn 是 K 的一组 F -基。每个 x ∈ E 可写
成
∑

i aiui，再将每个 ai ∈ K 写为
∑

j bijvj，故所有 uivj 生成 E 作为 F -线性空间。若∑
i,j bijuivj = 0、bij ∈ F，先利用 ui 在 K 上线性无关，得每个

∑
j bijvj = 0；再利用 vj

在 F 上线性无关，得全部 bij = 0。因此这 mn个元素为一组 F -基，故 [E : F ] = mn。

2.2 代数扩张

从生成的角度看域扩张 E/F，可以把它理解为向 F 中添加了一些元素，再用域运
算生成得到的。自然的问题是，这些新加入的元素与 F 中原来的元素是否有某种非平
凡关系。更具体地，对一个新元素 α，我们能否用 F 中的系数，通过有限次加法和乘法
得到一个非平凡的等式？也就是说，能否找到这样的关系：

a0 + a1α + · · ·+ anα
n = 0, ai ∈ F, ai 不全为零.

如果可以，那么 α 就是 F [x] 中某个非零多项式的根。这里排除零多项式，是因为它在
任何元素处都取值为零，不能表达新元素满足了什么关系。下面先用一个取值映射把这
些关系记录下来，再严格定义代数元与超越元。

2.2.1 代数元与最小多项式

首先设有域扩张 E/F，设 α ∈ E，考虑将多项式在 α 处取值的映射：

ϕα : F [x] −→ E

f(x) 7−→ f(α)

这是一个环同态，于是其核 kerϕα 是 F [x] 的一个理想。
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定义 2.2.1 (零化多项式). 设 ϕα : F [x] → E、f 7→ f(α)。若 0 6= f ∈ kerϕα，则称 f

为 α 在 F 上的一个零化多项式。

由于 F 是一个域，故 F [x] 是一个主理想整环，也是一个欧几里得整环，于是我们
知道理想 kerϕα 是一个主理想，于是显然有以下定理：

定理 2.2.2 (取值映射的核). 存在 fα ∈ F [x]使 kerϕα = (fα)。若核非零，要求 fα 首
一，则它唯一；若核为零，取 fα = 0。

证明. F [x] 是 PID，故该核有生成元；核非零时，将任意非零生成元除以其首项系数即
可得到首一生成元。同一非零主理想的两个生成元相伴，而 F [x]的单位是非零常数，因
此首一生成元唯一。核为零时用 0 生成即可。

定义 2.2.3 (代数元). 若 kerϕα 6= 0，即存在非零 f ∈ F [x] 使 f(α) = 0，称 α 为
F 上的代数元。将该核的唯一首一生成元 fα 称为 α 在 F 上的最小多项式，记为
Irr(α, F )。其次数称为 α 在 F 上的次数，记为 deg(α, F )。

定义 2.2.4 (超越元). 若 kerϕα = 0，即没有非零 F 系数多项式在 α 处为零，称 α

为 F 上的超越元。

由上述定义容易看出：

定理 2.2.5 (一次代数元). 对 F 上的代数元 α，α ∈ F ⇔ deg(α, F ) = 1.

证明. 若 α ∈ F，则 x−α 零化 α，而非零常数不能零化它，故最小多项式次数为 1。反
之，首一的一次最小多项式可写为 x− a、a ∈ F，代入 α 得 α = a ∈ F。

定理 2.2.6 (最小多项式的不可约性). 设 α 是 F 上的代数元，则其最小多项式不可
约。更一般地，首一多项式 g ∈ F [x] 是 α 的最小多项式，当且仅当 g(α) = 0 且 g

不可约。

证明. 若 fα = gh 且 g, h 次数均较小，则 g(α)h(α) = 0。由于 E 是域，必有一个因子在
α 处为零，与 fα 为非零核中最小次数的多项式矛盾。反之，若 g(α) = 0，则 fα | g；g
不可约且二者首一，迫使 g = fα。

2.2.2 单扩张的结构与次数

由定理 2.2.6，代数元 α 的最小多项式 fα 在 F 上不可约。于是 (fα) 是 F [x] 中的
极大理想，商环 F [x]/(fα) 是域，而且常数陪集给出 F 在其中的嵌入。这样，我们就又
通过构造商环得到了一个域扩张。接下来换一个角度：如果把域扩张看作向 F 中添加
元素，那么这个商环构造实际上添加了怎样的元素？我们将它与添加 α 生成的域联系起
来，再看扩张的大小怎样由最小多项式的次数决定。
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定义 2.2.7 (单扩张). 设 E/F 是域扩张，任取 α ∈ E，记

F (α) = C(F ∪ {α})

为 E 中 F ∪ {α} 生成的子域，称为 α 在 F 上生成的子域，我们称 F (α)/F 为 F 的
单扩张，若 α 是代数元，称 F (α)/F 为单代数扩张，若 α 是超越元，称 F (α)/F 为
单超越扩张。

若 α ∈ E 是 F 上的代数元，考虑以下交换图：

F [x] E

F [x]/(fα)

πα

φα

φα
(2.1)

交换图 2.1中的商环 F [x]/(fα) 是域，诱导映射 ϕα 保持幺元，因而为单射，其像也
是域。这个像恰为 F [α]；它包含 F 与 α，所以 F [α] 已经是由它们生成的子域，即：

F (α) = F [α].

综上我们有以下定理：

定理 2.2.8 (单扩张与多项式商环). 设 E/F 为域扩张，任取 α ∈ E，若 α 是代数元，
则：

F (α) ∼= F [x]/(fα).

若 α 是超越元，则：

F (α) ∼= F (x).

其中 F (x) = Frac(F [x]) 是有理函数域。

证明. 对于代数元的情形，考虑对 ϕα 使用环同态基本定理，有：F [α] ∼= F [x]/(fα)，又
由 F [α] = F (α) 即得：F (α) ∼= F [x]/(fα)。
对于超越元的情形，同理有环同构：F [α] ∼= F [x]，于是二者的分式域同构：F (α) ∼=

F (x)。

在得到域扩张 F (α)/F 后，我们会关心扩张次数 [F (α) : F ] 的大小，下面的定理给
出了扩张次数与 α 在 F 上次数的关系。

定理 2.2.9 (单代数扩张的次数与基). 设 α ∈ E 为 F 上的代数元，则 F (α) 为 F 的
有限扩张且满足：

[F (α) : F ] = deg(α, F ) = deg fα(x).
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证明. 设 n = deg fα。由定理 2.2.8，每个元素可由 F [x]/(fα) 中的陪集表示。用带余除
法可将代表多项式唯一化为次数小于 n 的余式，因此

1, α, . . . , αn−1

生成 F (α) 作为 F -线性空间。若
∑n−1

i=0 aiα
i = 0 且系数不全为零，则得到次数小于 n 的

非零零化多项式，与最小性矛盾。故上述 n 个元素线性无关，是一组基，扩张次数为
n。

2.2.3 代数扩张的基本性质

以上讨论了添加单个元素得到的扩张。下面考虑任意多个代数元及由它们生成的
域。

定义 2.2.10 (代数扩张). 设 E/F 是域扩张，若任取 α ∈ E 都是 F 上的代数元，则
称 E 为 F 的代数扩张。

定义 2.2.7中的单扩张只添加一个元素；现在考虑由多个元素生成的扩张。

定义 2.2.11 (扩域的生成). 设有域扩张 E/F，任给集合 S ⊆ E，我们称 C(F ∪ S)
为 S 在 F 上生成的域，记作 F (S)。

注意到这里 S 的势可以是任意的，可以是有限也可以是无限，下面的定理给出 S

生成的域与 S 的有限子集生成的域之间的关系。

定理 2.2.12 (无限生成域的有限子集表达). 设有域扩张 E/F，任给集合 S ⊆ E，有：

F (S) =
⋃

{F (S ′) : S ′ ⊆ S, |S ′| <∞}.

证明. 记右侧的并为 L。每个 F (S ′)都包含于 F (S)，故 L ⊆ F (S)。反之，L包含 F ∪S，
而且 L 是子域：若 x ∈ F (S1)、y ∈ F (S2)，则 x, y 同属于 F (S1 ∪ S2)，其中 S1 ∪ S2 仍
有限；加减乘除的结果也在该域中（除法要求 y 6= 0）。因此 L 是包含 F ∪S 的子域，由
F (S) 的最小性知 F (S) ⊆ L。

除了关心 S 的势，我们还关心添加元素的顺序是否影响生成的域的结构，例如考
虑 α1, α2 ∈ E，我们可以直接将 α1, α2 一起添加到 F 中，生成域 F (α1, α2)，也可以先
向 F 中添加 α1 生成 F (α1)，再向域 F (α1) 中添加 α2，生成域 F (α1)(α2)，即 F (α1, α2)

与 F (α1)(α2) 是否是相同的，一般地，我们有如下定理：

定理 2.2.13 (逐次添加与同时添加). 设 S1, S2 ⊆ E，则

F (S1 ∪ S2) = F (S1)(S2).

证明. 右侧是包含 F ∪S1∪S2 的子域，因此包含左侧。反之，左侧包含 F (S1)及 S2，因
此包含右侧。

于是当我们将 F 扩张为 F (α1, . . . , αn) 时，我们可以分 n 次进行，每次只考虑一个
元素的单扩张。

32



于是由上述讨论我们知道，如果向 F 中添加有限个代数元得到域扩张 E，那么由
定理 2.2.9及塔式公式 2.1.22，E 一定是 F 的有限次扩张，那么反过来，我们想知道是
否任意有限次扩张 E 都是 F 的代数扩张，事实上由下面的定理我们知道结论是肯定的。

定理 2.2.14 (有限扩张必为代数扩张). 若 E 为 F 的一个有限次扩张，则 E 是 F 的
一个代数扩张。

证明. 设 [E : F ] = n，任取 α ∈ E。线性空间 E 中的 n+ 1 个元素 1, α, . . . , αn 必线性
相关，因此存在不全为零的 a0, . . . , an ∈ F 使

a0 + a1α + · · ·+ anα
n = 0.

故 α 是非零多项式
∑n

i=0 aix
i 的根，是代数元。

根据上述结论，我们可以得到域扩张 E/F 上 F 的代数元具有某种封闭性：

定理 2.2.15 (代数元对域运算的封闭性). 设 α, β ∈ E 是 F 上的代数元，则 α + β、
α− β 及 αβ 也为 F 上的代数元；当 β 6= 0 时，αβ−1 也为代数元。

证明. α 在 F 上代数，β 也在 F (α) 上代数，因为原来的非零 F 系数零化多项式仍可
视为 F (α) 系数多项式。由定理 2.2.9及 2.1.22，F (α, β)/F 为有限扩张，故为代数扩张。
上述各运算结果在这个域内，其中逆要求 β 6= 0，所以结论成立。

综合上述所有讨论，我们有如下结论：

定理 2.2.16 (有限生成代数扩张的有限性). 设有域扩张 E/F，取 α1, . . . , αn ∈ E，
设 K = F (α1, . . . , αn)，则以下三个叙述等价：

(i) K 为 F 的代数扩张；

(ii) α1, . . . , αn 都是 F 上的代数元；

(iii) K 为 F 的有限扩张。

证明. (i) 立即推出 (ii)。若 (ii) 成立，依次添加 α1, . . . , αn，每一步均为有限单代数扩
张；由塔式公式得到 (iii)。(iii) 由定理 2.2.14推出 (i)。

有限个代数元生成有限扩张。添加无限多个代数元时，生成的域一般未必有限，但
其中每个元素只涉及有限多个生成元，所以仍是代数扩张。

推论 2.2.17 (任意多个代数元生成代数扩张). 若 S ⊆ E 的每个元素都在 F 上代数，
则 F (S)/F 为代数扩张。

证明. 由定理 2.2.12，每个 x ∈ F (S) 都属于某个有限子集 S ′ 生成的域 F (S ′)。由定
理 2.2.16，该域是 F 的有限扩张，故 x 在 F 上代数。

在扩张次数有限时，我们容易证明代数扩张具有传递性，即：若扩张 K/E 与 E/F

都是代数扩张，则 K/F 也是代数扩张，对于次数无限时事实上也有相同的结论。
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定理 2.2.18 (代数扩张的传递性). 若扩张 K/E 与 E/F 都是代数扩张，则 K/F 也
是代数扩张。

证明. 中间域 E/F 可能无限，但一个零化多项式只涉及有限多个系数。先将这些系数
收集到一个有限扩张中，就能回到有限扩张的塔式公式。
任取 α ∈ K，取非零多项式

∑n
i=0 aix

i ∈ E[x]使
∑

i aiα
i = 0。令 L = F (a0, . . . , an)。

各 ai 在 F 上代数，由定理 2.2.16，L/F 有限；α 在 L 上代数，所以 L(α)/L 也有限。
由塔式公式，L(α)/F 有限，进而 α 在 F 上代数。由 α 的任意性得结论。

2.2.4 补充：代数闭包与纯超越扩张

下面区分给定扩域中的代数闭包与纯超越扩张。这些概念不参与下一节分裂域的构
造与唯一性证明。

由代数扩张的传递性，我们知道逐次添加代数元不会产生新的超越元；即使添加任
意多个代数元，每个生成的元素也只涉及有限多个生成元。于是我们可以问：能否把所
有代数元收集起来，得到一个“最大”的代数扩张？这里首先固定一个扩域 E/F，只收集
E 中在 F 上代数的元素；不能把来自未指定扩域的元素直接放在一起。由定理 2.2.15，
这些元素对域运算封闭，所以已经构成一个子域 E0，并且 E0/F 是代数扩张。它包含
E 中每个代数于 F 的元素，因此在这个固定的 E 中确实是最大的代数中间域。下面的
定义指的正是这种相对的构造。

定义 2.2.19 (给定扩域中的代数闭包). 设 E/F 是域扩张，令

E0 = {α ∈ E : α 在F 上代数}.

称 E0 为 F 在 E 中的代数闭包。它是 E 的子域，且 E0/F 是代数扩张。

这个定义依赖给定的扩域 E，不能因此断言 E0 是代数闭域。例如 E = F = Q 时
有 E0 = Q。通常所说的“F 的代数闭包”还要求该扩域本身代数闭，即其中每个非常
数多项式都有根；这里尚未证明这种扩域的存在性。此外，若 α ∈ E 在 E0 上代数，由
传递性它在 F 上也代数，故 α ∈ E0。所以 E \ E0 中的元素在 E0 上超越。这个结论并
不等同于纯超越扩张。

定义 2.2.20 (纯超越扩张). 若存在 S ⊆ E，使 E = F (S)，且 S 在 F 上代数无关，
则称 E/F 为纯超越扩张。这里代数无关指：对 S 中任意有限个不同元素 s1, . . . , sn，
不存在非零多项式 f ∈ F [x1, . . . , xn] 满足 f(s1, . . . , sn) = 0。

例如，α 在 F 上超越时，F (α)/F 为纯超越扩张。不能用“E 中的所有元素都是超
越元”定义它，因为 F ⊆ E，而 F 中的元素均在 F 上代数。1

1更一般的超越基等内容不在这里展开。
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2.3 分裂域

2.3.1 分裂域的构造

在先前的讨论中，我们可以看出代数元与域上多项式的根有密切联系。由定义知道，
如果 E/F 是代数扩张，那么 E 中的每个元素都是某个非零 F 系数多项式的根。那么反
过来，是否每个非常数的 F 系数多项式都在 E 中有根呢？一般来说，这个结论并不成
立。例如 Q(

√
2)/Q是代数扩张，但 x2−3在其中没有根：若 (a+ b

√
2)2 = 3且 a, b ∈ Q，

则 2ab = 0，分别得到 a2 = 3 或 b2 = 3/2，均无有理解。于是我们的问题可以变为：任
意取定一个非常数多项式 f ∈ F [x]，能否找到某个域扩张 E/F，使 f 在 E 中至少有一
个根？Kronecker 构造给出了肯定的回答。

定理 2.3.1 (Kronecker 构造). 设 F 为域，任取 f(x) ∈ F [x]，且 deg f(x) > 0，存在
一个域扩张 E/F，使得 f(x) 在 E 中有根。

证明. 由 F [x] 是 PID，可以把 f 分解成不可约因子的乘积。要使 f 有一个根，只需使
其中一个不可约因子 p ∈ F [x] 有根，所以我们先将问题归结为不可约多项式的情形。由
于 (p) 是极大理想，E = F [x]/(p) 是域。常数陪集给出嵌入 F ↪→ E：非零常数不属于
(p)。令 α = x，则 p(α) = p(x) = 0，故 f(α) = 0。

这个构造我们并不陌生。先前已经知道，若 α 是 F 上的代数元，最小多项式为 fα，
那么

F [x]/(fα) ∼= F (α).

这个同构告诉我们：向 F 中添加代数元 α，与把 F [x] 商掉它的最小多项式所生成的理
想，得到的是同构的域。所以，如果我们希望一个不可约多项式 p ∈ F [x] 在某个扩域中
有根，就可以反过来做：直接构造 F [x]/(p)。在这个域中，x 满足 p(x) = 0，这就相当
于向 F 添加了 p 的一个根，而不必事先知道这个根在哪里。若在另一扩域中已有 p 的
根 α，对应的同构为

Φ : F [x]/(p) −→ F (α),

g(x) + (p) 7−→ g(α).

于是 Φ(x) = α，也就是说，抽象商域中的 x 正好对应我们熟悉的那个根。
由 Kronecker 构造，任意非常数多项式 f 都在某个扩域中有一根 α1，于是可以在

这个新域中写出 f = (x− α1)f1。如果 f1 仍非常数，就对它继续做相同的事情，在进一
步的扩域中找到根 α2，再写 f1 = (x−α2)f2。不断这样进行下去，每次都使剩余因子的
次数减少 1，所以经过有限步，所有线性因子都能得到。这说明，一个根的构造已经足
够：重复它就能找到使原多项式完全分裂的扩域。

定理 2.3.2 (多项式分裂扩域的存在性). 设 0 6= f ∈ F [x] 且 deg f = n > 0。存在域
扩张 E/F 使

f(x) = a
n∏
i=1

(x− αi), a ∈ F ∗, αi ∈ E.

根允许重复。
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证明. 对 n 归纳。n = 1 时根已经在 F 中。一般情况下，由定理 2.3.1，先在某个有限
扩域 F1 中找到一根 α1，写 f = (x− α1)f1，其中 f1 ∈ F1[x] 的次数为 n− 1。对 f1 应
用归纳假设，即可在 F1 的某个扩域中将它分裂，从而 f 也分裂。

于是我们自然地引出分裂与分裂域的概念。

定义 2.3.3 (分裂). 设有域扩张 E/F，任取 f(x) ∈ F [x]，且 deg f(x) = n > 0，若存
在 a ∈ F ∗, α1, . . . , αn ∈ E，使得：

f(x) = a(x− α1)...(x− αn)

则称 f(x) 在 E 中分裂。

定义 2.3.4 (分裂域). 设 E/F 为域扩张，f ∈ F [x]为非常数多项式，且 f = a
∏n

i=1(x−
αi) 在 E 中分裂。若 E = F (α1, . . . , αn)，称 E 为 f 在 F 上的分裂域，称 E/F 为
分裂域扩张。

例 2.3.5 (从最小多项式到分裂域). 取 F = Q、α =
√
2。其最小多项式为 x2 − 2，因

此

Q(
√
2) ∼= Q[x]/(x2 − 2), [Q(

√
2) : Q] = 2.

它有基 1,
√
2，且 x2 − 2 的两个根

√
2,−

√
2 都在其中，故这个单扩张已经是该多项

式的分裂域。

例 2.3.6 (x3 − 2 的分裂域). 取 f(x) = x3 − 2 ∈ Q[x]，令 α = 3
√
2 为正实根。若最简

分数 a/b 为有理根，则 a3 = 2b3 先迫使 a 为偶数，再迫使 b 为偶数，矛盾。三次多
项式可约必有一次因子，因此 f 不可约。由定理 2.2.9，

[Q(α) : Q] = 3.

令 ω = (−1 +
√
−3)/2 ∈ C，则 ω2 + ω + 1 = 0、ω3 = 1 且 ω 6= 1。于是

x3 − 2 = (x− α)(x− αω)(x− αω2).

Q(α) ⊆ R，而 αω, αω2 非实，故第一次添加根所得的域还不能使 f 分裂。再令
K = Q(α, ω)，三个根均在 K 中。反过来，由 ω = (αω)/α，有 K = Q(α, αω, αω2)，
所以 K 恰为 f 的分裂域。
ω 满足二次多项式 x2 + x + 1，但不属于实域 Q(α)，故 [K : Q(α)] = 2。塔式公
式 2.1.22给出

[K : Q] = [K : Q(α)] [Q(α) : Q] = 2 · 3 = 6.

结合两层扩张的基，K 的一组 Q-基为

1, α, α2, ω, αω, α2ω.

第一次扩张获得一个实根，第二次扩张补齐另外两个根。
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由定义可以看出，使 f 分裂的扩域未必就是 f 的分裂域：它还可能含有使 f 分裂
并不需要的其他元素。由定理 2.3.2，先找到使 f 分裂的扩域，再取其中由全部根生成
的子域，就得到一个分裂域。我们希望进一步说明，它是使 f 分裂的“最小”的扩张。
这个最小性首先是在一个固定的分裂扩域 K 中讨论的：若某个中间域 H 已经使 f 分
裂，那么 f 在 K 中的全部根都必须属于 H，因而它们生成的分裂域 E 也包含在 H 中。
为什么在不同子域中写出的全部根不会变成另一套根？一种思路是比较两种线性因子分
解，并利用 K[x] 中的唯一分解性。下面把这一论证写明。

定理 2.3.7 (固定扩域中分裂域的最小性). 设 f ∈ F [x] 非常数并在 K 中分裂。令
E ⊆ K 为 f 的全部根在 F 上生成的子域，则

E =
⋂

{H : F ⊆ H ⊆ K, H 是子域且f 在H 中分裂}.

证明. 设 f = a
∏n

i=1(x−αi)在 E中分裂。若它也在H ⊆ K中分裂，写 f = b
∏n

i=1(x−βi)，
其中 βi ∈ H。这两式也是 K[x] 中的分解。由于 K[x] 是 PID，唯一分解性说明两组一
次因子在相伴及置换意义下相同。每个 x− αi、x− βi 都是首一的，所以相伴时实际相
等；适当重排后，有 αi = βi，从而每个 αi ∈ H。于是 E = F (α1, . . . , αn) ⊆ H。而 E

本身也使 f 分裂，属于取交的子域族，所以交恰为 E。也可以把 f 在 H 中的分解代入
任意一个 K 中的根，利用域中无零因子直接得到这个根等于某个 βi；这给出了同一包
含关系的另一种简短验证。

由 Kronecker 构造的过程可以得到以下分裂域的性质。

定理 2.3.8 (分裂域的次数与基域扩大). 设 E/F 是非常数多项式 f ∈ F [x] 的分裂
域，deg f = n，则：

1. [E : F ] ≤ n!；

2. 若 F ⊆ K ⊆ E，则 E 也是 f ∈ K[x] 在 K 上的分裂域。

证明. (1) 按重数列出全部根 α1, . . . , αn，令 Fi = F (α1, . . . , αi)。在 Fi−1[x] 中除去前
i− 1 个已知线性因子后，余下多项式次数为 n− i+ 1，且以 αi 为根。所以 αi 在 Fi−1
上的最小多项式次数不超过 n− i+ 1。由塔式公式，

[E : F ] =
n∏
i=1

[Fi : Fi−1] ≤
n∏
i=1

(n− i+ 1) = n!.

(2)f 在 E 中分裂，而且

F (α1, . . . , αn) = E ⊆ K(α1, . . . , αn) ⊆ E.

故 K(α1, . . . , αn) = E，满足分裂域的生成条件。

2.3.2 分裂域的唯一性

上一小节中我们已经得到了分裂域的存在性。这一小节主要研究唯一性：对 f ∈ F [x]

的两个分裂域 E, Ē，是否一定存在固定 F 的同构 E → Ē？我们试着借助同态的逐步延
拓来构造这样的同构。
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设 E = F (α1, . . . , αn)。我们希望构造 σ : E → Ē，自然先令 σ|F = idF。这样一来，
σ 就完全由 α1, . . . , αn 的像决定了；但这些像必须保持原来元素之间的代数关系，不能
任意指定。同时确定 n 个元素的像比较困难，所以我们需要逐个考虑。先选定 α1 的一
个合适的像 ᾱ1，尝试建立

σ1 : F1 = F (α1) −→ F̄1 = F (ᾱ1)

之间的同构；然后再选 α2 的像 ᾱ2，尝试把 σ1 延拓成

σ2 : F2 = F1(α2) −→ F̄2 = F̄1(ᾱ2)

之间的同构。不断这样进行下去，就能逐步得到从 E 到 Ē 的嵌入。最后还要证明，它
的像确实是整个 Ē，才能得到所求同构。把 F0 = F̄0 = F，σ0 = idF，以及各步的像
F̄i = σi(Fi) 写在一起，就是交换图 2.2所示的过程。

F0 = F F1 F2 · · · Fn = E

F̄0 = F F̄1 F̄2 · · · F̄n

idF σ1 σ2 σn=σ (2.2)

由上述讨论可以看出，这个过程的关键问题是：如何将 Fi 到 F̄i 的同构 σi，延拓为
Fi+1 = Fi(αi+1) 到 F̄i+1 的同构 σi+1？这里“延拓”的意思是保留已经确定的映射，即

σi+1|Fi
= σi.

它不是把整个 Fi 上的映射重新指定为恒等映射。为解决这一步，我们先给出两个有用
的引理：先把已有同构作用到多项式系数上，再利用商域构造向添加一个根后的域延拓。

引理 2.3.9 (系数同构在多项式环上的延拓). 设 ϕ : K → K̄ 为域同构。对 f(x) =∑n
k=0 akx

k ∈ K[x]，定义

f̄(x) = ϕ∗f(x) :=
n∑
k=0

ϕ(ak)x
k ∈ K̄[x].

则 ϕ∗ : K[x] → K̄[x] 为环同构，保持次数，并且 f 不可约当且仅当 f̄ 不可约。

证明. 逐项作用的 ϕ∗ 保持加法与乘法，其逆为 (ϕ−1)∗，且非零首项系数仍非零，故保
持次数。若 f 有非平凡因式分解，应用 ϕ∗ 即得 f̄ 的非平凡分解；对逆映射作相同讨论，
得到反方向。

引理 2.3.10 (单代数扩张同构的延拓). 沿用引理 2.3.9的记号，设 p ∈ K[x] 不可约，
α 为 p 的根，ᾱ 为 p̄ 的根，则：

1. 存在域同构 η : K[x]/(p) → K̄[x]/(p̄)，在常数子域上等于 ϕ；

2. 存在唯一的域同构 σ : K(α) → K̄(ᾱ)，满足 σ|K = ϕ 且 σ(α) = ᾱ；

3. 若域同态 ψ : K(α) → L 满足 ψ|K = ϕ，其中 L 包含 K̄，则 ψ(α) 是 p̄ 的根。
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证明. (1) 系数同构 ϕ∗ 将理想 (p) 映到 (p̄)，故它诱导

η : g + (p) 7−→ ϕ∗g + (p̄).

由逆系数同构可知 η 为同构。记 π, π̄ 为自然商映射，则 π̄ ◦ ϕ∗ = η ◦ π，如交换图 2.3所
示：

K[x] K̄[x]

K[x]/(p) K̄[x]/(p̄)

φ∗

π π̄

η

(2.3)

(2) 取值同构 K[x]/(p) → K(α) 与 K̄[x]/(p̄) → K̄(ᾱ) 都将 x 送到相应根。把它们
与 η 复合，得到要求的 σ；根的像由这个复合自动确定，不是另行指定。由于 K 与 α

生成整个域，满足这两个条件的同态唯一。
(3) 写 p =

∑n
k=0 akx

k，则

0 = ψ(p(α)) =
n∑
k=0

ϕ(ak)ψ(α)
k = p̄(ψ(α)).

利用以上引理，我们可以得到以下定理。

定理 2.3.11 (单代数扩张的同态计数). 设 σ : K → K̄ 为域同构，K(α)/K 为单代数
扩张，p = Irr(α,K)，且 p̄ = σ∗p。若 Ē/K̄ 是使 p̄ 分裂的扩域，则满足 ϕ|K = σ 的
域同态 ϕ : K(α) → Ē 与 p̄ 在 Ē 中的不同根一一对应，对应由 ϕ 7→ ϕ(α) 给出。因
此这样的域同态个数至多为 [K(α) : K]，等号成立当且仅当 p̄ 没有重根。

证明. 由引理 2.3.10(3)，每个同态把 α 送到 p̄ 的一根；同态由这个像唯一确定。反之，
对每个根 β ∈ Ē，引理 2.3.10(2) 给出同构 K(α) → K̄(β)，再与嵌入 K̄(β) ↪→ Ē 复合，
即得到一个延拓。故同态个数恰为不同根个数，至多为 deg p̄ = deg p = [K(α) : K]；恰
好达到此数，当且仅当全部根互不相同。

令 ιK : K ↪→ K(α) 与 ιK̄ : K̄ ↪→ Ē 为包含映射。延拓条件 ϕ|K = σ 可写为交换
图 2.4：

K Ē

K(α)

ιK̄◦σ

ιK φ
(2.4)

同态数能否达到扩张次数，取决于相关多项式有无重根。下面先给出一个可计算的
判别。
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定义 2.3.12 (多项式的形式导数). 对 f(x) =
∑n

k=0 akx
k ∈ F [x]，定义它的形式导数

为

f ′(x) =
n∑
k=1

kakx
k−1,

其中 k 按 k1F 理解；常数多项式的导数为零。这是系数上的代数运算，并且逐项相
乘可验证乘积法则 (fg)′ = f ′g + fg′。

引理 2.3.13 (重根的形式导数判别). 设 f ∈ F [x] 非常数，E/F 是使 f 分裂的扩域。
则以下条件等价：

1. f 在 E 中有重根；

2. f 与 f ′ 在 E 中有共同根；

3. gcd(f, f ′) 是非常数多项式。

这里最大公因子取首一代表。因此 f 无重根当且仅当 gcd(f, f ′) = 1。

证明. 若 α ∈ E 是 f 的根，写 f = (x− α)rg，其中 r ≥ 1 且 g(α) 6= 0。由乘积法则，

f ′ = r(x− α)r−1g + (x− α)rg′.

当 r = 1 时，f ′(α) = g(α) 6= 0；当 r ≥ 2 时，f ′(α) = 0。这在任意特征下都成立，故
(1) 与 (2) 等价。

若 gcd(f, f ′) = 1，Bézout 等式给出 u, v ∈ F [x] 使 uf + vf ′ = 1，在共同根处取值
会得到 0 = 1，故 (2) 不成立。若最大公因子非常数，它整除 f，所以也在 E 中分裂并
有根；这个根同时是 f 与 f ′ 的根。因此 (2) 与 (3) 等价。

由同态延拓与以上重根判别，可以得到分裂域扩张的唯一性及同构个数。

定理 2.3.14 (分裂域的唯一性). 设 f ∈ F [x] 非常数，E, Ē 为 f 的两个分裂域。存
在域同构 σ : E → Ē 满足 σ|F = idF。这样的 F -同构个数至多为 [E : F ]；等号成立
当且仅当 f 的每个不可约因式都没有重根。这里指不可约因式自身没有重根，允许
f 含有某个因式的高次幂。

证明. 先逐次添加根并延拓基域上的映射，得到 E → Ē 的嵌入；再利用两个域都由全
部根生成这一点证明满射。各步映像的最小多项式还控制可选的不同根数，从而给出同
构个数及等号条件。

存在性：按重数列出 f 在 E中的根，写 E = F (α1, . . . , αn)，令 F0 = F、Fi = Fi−1(αi)。
从 σ0 = idF 出发，假设已构造 σi−1 : Fi−1 → Ē。αi 在 Fi−1 上的最小多项式 pi 整除 f；
将其系数经 σi−1 映到 Ē，得到的多项式仍整除 f，因为 σi−1 固定 F。由于 f 在 Ē 中
分裂，这个多项式也在 Ē 中分裂。对 Fi−1 与其像之间的同构应用定理 2.3.11，便得到
延拓 σi : Fi → Ē。
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这些延拓都指向同一个扩域 Ē，并且在已有子域上的限制保持不变，如交换图 2.5所
示；其中 ιi 为包含映射：

F0 = F Ē

F1

F2

...

Fn = E

ι0

σ0

ι1

σ1

σ2

ιn−1

σn=σ
(2.5)

最终得到 F -嵌入 σ : E → Ē，还需证明满射。将 f = a
∏

i(x− αi) 经 σ 映到 Ē[x]，
得到 f = a

∏
i(x− σ(αi))。因此 Ē 中 f 的每个根都等于某个 σ(αi)，其全部根生成的域

Ē 包含于 σ(E)。故 σ(E) = Ē，σ 为同构。
个数上界：对每个已给定的 σi−1，定理 2.3.11说明它的延拓数至多为 [Fi : Fi−1]。逐

步相乘，并用塔式公式，得到

#{σ : E
∼−→ Ē : σ|F = idF} ≤

n∏
i=1

[Fi : Fi−1] = [E : F ].

等号条件：若 f 的每个不可约因式没有重根，则每个 pi 整除某个这样的因式，所
以 pi 也没有重根。由引理 2.3.13，有 gcd(pi, p′i) = 1。系数同构与形式导数交换，故将
Bézout 等式经系数映射后，仍得到映像多项式与其导数的 Bézout 等式；再由该引理，
相应的映像多项式也无重根。于是每个已给定的同态恰有 [Fi : Fi−1] 个延拓，上界成为
等号。

反之，若某个不可约因式 q 有重根，可先选 α1 为 q 的一根。则 p1 为 q 的首一相
伴多项式，第一步的不同根个数严格小于 [F1 : F ]；后续每一步的延拓数仍不超过相应
扩张次数，故总数严格小于 [E : F ]。

注 (分裂域唯一与同构映射的选择). 定理 2.3.14所说的唯一，是指任何两个分裂域之间
存在固定基域 F 的同构（定义 2.1.10）；这样的同构可以有多种选择。例如 Q(

√
2) 有两

个不同的 Q-自同构：

a+ b
√
2 7−→ a+ b

√
2, a+ b

√
2 7−→ a− b

√
2 (a, b ∈ Q).

它们分别将
√
2 映到 ±

√
2。由引理 2.3.10，在基域上的映射和生成元的像指定以后，延

拓才是唯一的。
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附录 A 适用条件速查

A.1 主要结论的适用条件

表 A.1列出常用结论的假设与结果；第一列链接到完整陈述和证明。模均指幺左模，
D 表示 PID，F,K,E 表示域。
表 A.1 主要结论的适用条件

结论与正文位置 适用条件 可得结论

模与矩阵
同态集合的标量结构
定理 1.1.24、1.1.22

R 为幺环；M,N 为 R-模 HomR(M,N) 为 Z(R)-模；R 交换时
为 R-模。

同态的矩阵表示
定义 1.2.6、命题 1.2.10

R 为幺环；M,N 为有限生成自
由模并选定有序基

使用行坐标；复合的矩阵满足
Aψ◦φ = AφAψ。

自由模的秩唯一
定理 1.2.12

R 为非零交换幺环；M 为有限
生成自由模

基的大小与选择无关；Rm ∼= Rn 推
出 m = n。

方阵可逆性
推论 1.2.20

R 为非零交换幺环；A 为 R 上
的方阵

A 可逆当且仅当 detA 为单位。

扭元集合是子模
定义 1.3.5后的说明

R 为交换整环；M 为 R-模 Tor(M) 为子模；此处不要求 M 有
限生成。

自由模的子模
定理 1.3.2

D 为 PID；K ⊆ Dn 为子模，n

有限
K 有限生成且自由，rankK ≤ n。

Smith 标准型
定理 1.2.22、1.2.27

D 为 PID；A ∈ Dm×n 对角元满足整除链；非零不变因子在
相伴意义下唯一。

有限生成模的结构
定理 1.3.7、1.3.21

D 为 PID；M 为有限生成
D-模

M ∼= Dr ⊕
⊕

iD/(di)；r 唯一，规
范因子在相伴意义下唯一。

无扭模的自由性
推论 1.3.10

D 为 PID；M 有限生成且无扭 M 为自由模。

域扩张
塔式公式
定理 2.1.22

F ⊆ K ⊆ E；E/K 与 K/F 均
有限

[E : F ] = [E : K][K : F ]。

有限扩张的代数性
定理 2.2.14

E/F 为有限扩张 E 中每个元素都在 F 上代数。

有限生成代数扩张
定理 2.2.16

E = F (α1, . . . , αn)；各 αi 在
F 上代数

[E : F ] < ∞。

分裂域的存在与唯一
定理 2.3.2、2.3.8、
2.3.14

f ∈ F [x] 非常数，deg f = n 分裂域存在且在 F -同构意义下唯一；
其次数至多为 n!。

分裂域的自同构数
定理 2.3.14

E/F 为 f 的分裂域；f 的每个
不可约因式自身无重根

固定 F 的自同构数为 [E : F ]；去掉
无重根条件时仅有上界。
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