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记号与阅读约定
本笔记以孟道骥、梁科《微分几何》第三版为主线，以陈维桓《微分几何》第二版

补充解释与证明。正文沿用原笔记的问题与推导相衔接的写法。
空间中的位置向量记为 P，曲线的弧长参数记为 s，曲率、挠率分别记为 κ, τ，Frenet

标架记为 T,N,B。曲面的单位法向量记为 n；第一、第二基本形式记为 I, II，系数分别
为 E,F,G 与 L,M,N。第二基本量 N 与曲线主法向量 N 依对象区别。

除非另作说明，讨论的曲线与曲面至少三次连续可微；需要更高阶微分时明确补充
光滑性。Frenet 标架与经典挠率公式只在 κ > 0 处使用。

对参数化 P : D → S，q = (u, v) ∈ D 是参数点，p = P (q) ∈ S 是曲面上的点。dPq

是线性映射，dPq(a, b) = aPu + bPv 才是切向量；du, dv 是坐标微分，求值后才得到实数
分量。
“在曲面的一个点处”涉及局部命题；“曲面上处处”涉及全局条件。定向、坐标邻

域和非零分母的假设均在需要时明确说明。
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第一章 Euclid 空间与刚性运动

1.1 绪论
几何学关心图形在某类变换下保持不变的性质。Euclid 几何研究刚性运动下不变的

长度与角度，解析几何用坐标描述图形，微分几何则借助微积分研究一般曲线与曲面的
局部形状，并进一步考察局部性质怎样制约整体。

同一条曲线可以有不同的参数方程，我们首先想问：怎样从这些方程中提取只反映
形状的量？引入曲率与挠率后，我们还会反过来问：能否只通过曲率和挠率确定唯一的
一条曲线？对曲面，我们也会提出类似的问题：已知第一、第二基本形式，能否找到以
它们为基本形式的曲面？这样的曲面是否唯一？

曲面还带来一个新的区别：圆柱可以局部展开成平面，空间形状改变了，曲面内的
长度与夹角却保持不变。因此我们也要逐步分清，哪些量描述曲面在空间中的弯曲，哪
些量只由曲面内部的测量决定。活动标架将帮助我们把这些问题写成微分方程，外微分
式则用于整理方程之间的兼容条件。

为讨论“不变量”，先明确允许怎样移动图形，并整理后面测量长度、夹角和定向所
需的向量运算。

1.2 运动
在三维 Euclid 空间 E = R3 中，取直角坐标，将点的坐标记为列向量 X。考虑仿射

变换 X 7→ AX +B；平移项在作差时消失，所以是否保持距离完全由 A 决定。

命题 1.2.1 (保持距离的仿射变换). 变换 X 7→ AX + B 保持任意两点的距离，当且
仅当 ATA = I。
证明. 距离不变等价于对所有 V ∈ R3 有 ‖AV ‖2 = ‖V ‖2，即 V T (ATA− I)V = 0。取标
准基向量以及两个标准基向量之和，得到对称矩阵 ATA− I 的全部元素为零。反向直接
代入即可。

因此，正交矩阵给出的仿射变换恰好是所需的刚性移动。行列式还可以区分是否保
持空间的定向。
定义 1.2.2 (运动与固有运动). 称 X 7→ AX+B（A ∈ O(3)）为一个运动。当 detA = 1

时称为固有运动；当 detA = −1 时称为非固有运动。A = I 时是平移，B = 0 时是
正交变换；B = 0 且 detA = 1 时是转动。

例如 (x, y, z) 7→ (x, y,−z) 是非固有运动。它保持长度和角度，却会反转右手系的
定向；这一差别将在挠率的变换中出现。
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复合两个运动仍是运动。将点添上最后一个坐标 1，可以同时记录其线性部分和平
移部分： (

X ′

1

)
=

(
A B

0 1

)(
X

1

)
.

这一表示也直接给出运动的群结构。

命题 1.2.3 (运动群及其子群). 全体运动构成群，其复合与逆为
(A,B)(C,D) = (AC,AD +B), (A,B)−1 = (A−1,−A−1B).

固有运动构成指数为 2 的正规子群；平移构成正规子群；正交变换与转动分别构成
子群 O(3) 与 SO(3)。

证明. 公式由复合映射得到，单位元是 (I, 0)。映射 (A,B) 7→ detA 是到 {±1} 的满同
态，其核为固有运动群。又

(A,B)(I,D)(A,B)−1 = (I, AD),

故平移群正规。固定原点的运动恰好满足 B = 0，其中保持定向者恰好满足 A ∈ SO(3)。

1.3 向量
点的位置会随平移改变，但两点之间的位移不变。因此可以把相差一个共同平移的

有序点对看作同一个对象。

定义 1.3.1 (向量). 在 E × E 上规定 (P,Q) ∼ (P ′, Q′)，当且仅当存在平移同时把
P,Q 送到 P ′, Q′。等价类 −→

PQ 称为向量，其坐标为 Q− P。选定原点 O 后，−→
OP 称

为点 P 的位置向量。

等价关系的自反性、对称性与传递性分别由恒等平移、逆平移和复合平移得到。向
量的加法和数乘对应其坐标的通常运算；运动 X 7→ AX +B 在向量上诱导 V 7→ AV。
后文要测量切向量之间的长度与角度，也要给标架选定方向，因而需要内积、混合

积和向量积。

定义 1.3.2 (内积、混合积与向量积). 对 U, V,W ∈ R3，定义

〈V,W 〉 = V TW, ‖V ‖ =
√
〈V, V 〉, (U, V,W ) = det

UT

V T

W T

 .

向量 V ×W 由 (V ×W ) ·X = (V,W,X)（对一切 X）唯一确定。若 V,W 非零，则
夹角 θ ∈ [0, π] 由

cos θ =
〈V,W 〉
‖V ‖‖W‖

确定。三个线性无关向量的混合积为正、负时，分别构成右手、左手标架。
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内积给出的长度不依赖直角坐标系，向量积则还记录定向。所需运算规则归结为下
面的恒等式。

命题 1.3.3 (向量运算与运动). 有 Cauchy–Schwarz 不等式 |〈V,W 〉| ≤ ‖V ‖‖W‖，且
V ×W = −W × V, V ×W ⊥ V,W,

‖V ×W‖2 = ‖V ‖2‖W‖2 − 〈V,W 〉2.

向量积对每个变量线性；(U, V,W ) = 0 当且仅当三向量线性相关。若 A ∈ O(3)，则
〈AV,AW 〉 = 〈V,W 〉, (AV )× (AW ) = det(A)A(V ×W ).

证明. 当 W 6= 0 时，将 V 分解为 〈V,W 〉
‖W‖2

W + V⊥，对两项平方求和即得不等式。向量
积的坐标表达为

(v2w3 − v3w2, v3w1 − v1w3, v1w2 − v2w1),

由此得到线性、反对称性、正交性与模长恒等式。混合积的断言是行列式判别法。最后，
对任意 X，

((AV )× (AW )) · AX = det(A)(V,W,X) =
(
det(A)A(V ×W )

)
· AX;

由于 A 可逆，最后一个向量恒等式成立。
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第二章 曲线论
本章主要想回答这样一个问题：我们能否只通过曲率和挠率确定唯一的一条曲线？

为此，我们先从曲线的参数方程出发，观察切向量怎样变化、密切平面怎样转动，由此
引入曲率与挠率；然后反过来考虑，已知这两个量时，怎样求出曲线的参数方程。曲线
论基本定理将说明，在什么条件下能够求出这样的曲线，以及“唯一”究竟是什么意思。

2.1 参数曲线
同一条轨迹可以由不同的运动产生：质点可以加速、减速，也可以反向经过同一点。

为了使用微分，先把曲线看作随参数变化的向量值函数，再区分其中哪些性质只与轨迹
的几何形状有关。
定义 2.1.1 (参数曲线与正则性). 设 I = (a, b) ⊆ R，P : I → R3 是 Ck 映射（k ≥ 3），
则称 P 为一条参数曲线。若 P ′(t) 6= 0 对所有 t ∈ I 成立，称它为正则参数曲线。

注意这里的曲线定义为向量值函数，而不是函数的像集。直观地，可将其视为空间
中质点的运动，而不同的运动可能留下相同的轨迹。例如，质点沿着同一轨迹以不同速
度运动，这是不同的运动，但轨迹相同。因而在讨论几何形状之前，需要先分清哪些差
别来自运动方式。

单是像集相同，也不能保证两个参数化都有相同的正则性。例如 P (t) = (t, 0, 0) 与
Q(t) = (t3, 0, 0) 的像集相同，但 Q′(0) = 0，它不是正则参数曲线。

曲线的导数记录运动方向与速度；把每一点的向量一起记录，就得到沿曲线的向量
场。
定义 2.1.2 (切向量与沿曲线的向量场). P ′(t0) 称为曲线在参数 t0 处的切向量，t 7→
P ′(t) 称为切向量场。一般地，可微映射 X : I → R3 称为沿 P 的向量场，其向量
X(t) 附着在 P (t) 处。

如果像集有自交，同一个空间点可能对应不同的参数值与切向量。因此在需要时应
说明所指的分支。

改变描述运动的时钟，不应改变曲线的几何形状；但新的时钟必须保持足够的光滑
性且不能突然停住。

定义 2.1.3 (参数变换与曲线). 若 ϕ : Ĩ → I 是 Ck 微分同胚且 P̃ = P ◦ ϕ，称 ϕ 为
参数变换；ϕ′ > 0 时保持定向，ϕ′ < 0 时反转定向。正则参数曲线在这种变换下的等
价类称为一条不带固定参数的曲线。

由于 ϕ 是微分同胚，ϕ(Ĩ) = I，所以
P̃ (Ĩ) = P (ϕ(Ĩ)) = P (I).
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也就是说，参数变换前后留下的是同一条轨迹，只是描述这条轨迹的参数不同。恒等变
换、逆变换与复合分别给出自反性、对称性与传递性，于是可以把由参数变换联系的参
数曲线归为一个等价类。这里不能反过来仅凭像集相同就认定两个参数化等价，前面的
t 与 t3 已经说明了这一点。

我们还关心参数变换是否保持曲线的正则性。链式法则给出
P̃ ′ = (P ′ ◦ ϕ)ϕ′.

因此，在原曲线正则时，只要 ϕ′ 6= 0，新曲线仍然正则。在区间上，Ck 函数 t = t(u) 满
足 t′(u) 6= 0 时严格单调，并在其像上有 Ck 逆，因此给出容许的参数变换。

下面几个例子分别展示正则曲线、退化参数和真正的尖点。

例 2.1.4 (直线、圆柱螺线与尖点).

1. P (t) = tv + v0 在且仅在 v 6= 0 时正则，其像是直线。

2. P (t) = (a cos t, a sin t, bt)的速度为 √
a2 + b2。当 a2+ b2 > 0时正则；b = 0, a 6= 0

时为圆，a = 0, b 6= 0 时为直线。

3. P (t) = (t2, t3, 0) 在 t = 0 处不正则，像集满足 y2 = x3，在原点有尖点。

为了描述整条圆周等不能由一个开区间一一参数化的对象，还要允许局部曲线片的
拼接。

定义 2.1.5 (正则曲线片与正则几何曲线). 一个正则参数化若是开区间到其像的同
胚，其像称为正则曲线片。一个点集若在每一点附近都是这样的曲线片，且重叠处
的参数由容许变换联系，就称为正则几何曲线。

圆周可以由若干开圆弧覆盖。它本身是紧集，不能与一个开区间同胚。除专门讨论
闭曲线外，以下局部计算均在一个正则参数曲线片内进行。

图 2.1: 沿曲线的向量场与半三次尖点。

2.2 弧长参数
参数改变会改变运动速度，因而直接比较 P ′(t) 不能只反映曲线的形状。自然的办

法是用已经走过的长度作参数，使单位参数增量恰好对应单位长度。
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对闭子区间 [t0, t1] ⊂ I，曲线弧长为

L(P |[t0,t1]) =
∫ t1

t0

‖P ′(t)‖ dt.

换元公式说明这一数值在容许参数变换下不变，包括反转定向的变换；正交矩阵保持速
度的模，所以运动也保持弧长。

长度还需要一个起算位置。固定定义域内部的基点 t0，将从它出发的有向长度记作
新参数。这样每次积分都在定义域内的紧区间上进行。

定义 2.2.1 (有向弧长参数). 对正则参数曲线 P (t)，令

s(t) =

∫ t

t0

‖P ′(u)‖ du.

称 s 为相对于基点和方向的弧长参数。它在 t < t0 时可以为负；两点间沿该段曲线
的长度为 |s(t1)− s(t2)|。

一般来说，弧长积分未必能显式求出，即使求出了 s(t)，也未必方便反解 t = t(s)。
于是，判断一个给定参数是否已经是弧长参数就尤为重要。沿着上面的构造，弧长参数
的作用是消去运动速度的大小，所以应当以单位速度作为判别。

引理 2.2.2 (弧长参数的存在、判别与自由度). 正则曲线总有弧长参数。一个正则参
数 s 是弧长参数，当且仅当 ‖P ′(s)‖ = 1。两个弧长参数之间必有

s̃ = εs+ c, ε ∈ {1,−1}.

证明. 由 s′(t) = ‖P ′(t)‖ > 0，s 是到其像区间的容许变换，且∥∥∥∥dP
ds

∥∥∥∥ =
‖P ′(t)‖
s′(t)

= 1.

反过来，单位速度给出任意参数区间的弧长为参数差的绝对值。若 s, s̃ 都是弧长参数，
链式法则给出 |ds/ds̃| = 1；导数连续且不为零，其符号在区间上不变，积分即得最后的
公式。

图 2.2: 以折线逼近曲线，分割加细后折线长度趋于曲线弧长。

存在弧长参数并不意味着能写出它的初等表达式。下面两个例子说明为什么后文仍
需保留一般参数下的计算公式。
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例 2.2.3 (弧长参数不易显式求出). 椭圆 P (t) = (2 sin t, cos t, 0) 满足

s(t) =

∫ t

0

√
4 cos2 u+ sin2 u du,

这是椭圆积分。对抛物线 P (t) = (t, t2, 0)，虽然

s(t) =
t

2

√
1 + 4t2 +

1

4
log
(
2t+

√
1 + 4t2

)
,

但反解 t = t(s) 仍不方便。

2.3 曲线的局部方程
我们希望刻画曲线在一点附近的形状。以弧长 s 为参数并令 P0 = P (0)，Taylor 展

开给出
P (s) = P0 + sP ′(0) +

s2

2
P ′′(0) +

s3

6
P ′′′(0) + o(s3).

使用弧长参数后，P ′ 的长度恒为 1，所以 P ′′ 只记录切向的变化，不再混入运动快慢的
变化。由 P ′ · P ′ = 1 得 P ′ · P ′′ = 0，当 P ′′ 6= 0 时，这两个导数就确定了两个互相垂直
的方向。与其在任意选定的空间坐标轴上比较 Taylor 系数，我们可以沿这两个方向选
择坐标，使系数直接反映曲线自身的形状。

另一方面，我们想要找到一个几何量来刻画曲线的弯曲程度。直观上来看，曲线的
切向量场转动得越快，曲线弯得就越急。若使用任意参数，这种转动还会受到质点运动
快慢的影响；使用弧长参数以后，T (s) = P ′(s) 恒为单位向量，T ′(s) 就只记录切向量沿
单位弧长的转动。因此自然地用 ‖T ′(s)‖ = ‖P ′′(s)‖ 定义曲率。

又因为 T · T = 1，求导得到 T · T ′ = 0。当曲率不为零时，可以把 T ′ 单位化，作为
曲线当前弯向的方向，再用叉积补出第三个方向。这样得到的坐标轴来自曲线本身，而
不是事先任意选定的空间坐标轴。
定义 2.3.1 (曲率与 Frenet 标架). 对单位速度曲线，称

T = P ′, κ = ‖P ′′‖

为单位切向量和曲率。在 κ > 0处，定义主法向量 N = P ′′/κ、次法向量 B = T ×N。
右手单位正交标架 {P ;T,N,B} 称为 Frenet 标架。

标架中的每两个方向又确定一个经过当前点的平面；这些平面分别描述横截方向、
弯曲方向及其垂直方向。

定义 2.3.2 (曲线的三个伴随平面). 过 P (s) 的 span(N,B)、span(T,B)、span(T,N)

分别称为法平面、次切平面和密切平面，其法向量分别为 T,N,B。
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因此，对弧长参数，标架的计算式为
T = P ′,

N =
P ′′

‖P ′′‖
,

B =
P ′ × P ′′

‖P ′′‖
.

前两项 Taylor 系数落在密切平面内，偏离该平面的第一个可能非零项来自 P ′′′ 的次法
向分量。因此引入系数

τ =
P ′′′ · B

κ
;

下一节将说明它正是密切平面转动的速度所对应的有向量。
将 Taylor 展开分别投影到 T0, N0, B0，得到局部形状的标准表达。

命题 2.3.3 (曲线在一点的标准形). 若 κ(0) > 0，则
P (s) = P0 +

(
s+ o(s2)

)
T0 +

(κ0

2
s2 + o(s2)

)
N0 +

(κ0τ0
6

s3 + o(s3)
)
B0.

相应的多项式曲线
P ∗(s) = P0 + sT0 +

κ0

2
s2N0 +

κ0τ0
6

s3B0

称为此处的密切曲线；s 一般不是 P ∗ 的弧长参数。

证明. P ′(0) = T0，P ′′(0) = κ0N0，且 P ′′′(0) · B0 = κ0τ0。对 Taylor 展开取三个分量即
得。比较一次项，可以确定 T0；比较二次项的长度和方向，可以确定 κ0, N0，从而得到
B0 = T0×N0；最后由沿 B0 方向的三次项求出 τ0。这说明这些系数由曲线本身确定，并
不是任意选取的。
若反转弧长方向 s̃ = −s，则 T̃ = −T、Ñ = N、B̃ = −B，而 κ, τ 不变。平移弧长

的基点也不改变这些几何量。

图 2.3: 曲线的局部近似在三个标架坐标平面上的投影；图中 α, β, γ 分别表示 T,N,B

方向。
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2.4 曲线的曲率与挠率
上一节从局部展开引入曲率。现在来看它的几何意义：T (s)是单位向量，因而 ‖T ′(s)‖

衡量切向量沿单位弧长转动的快慢。
若 ∆θ 是 T (s+∆s) 与 T (s) 的夹角，则

‖T (s+∆s)− T (s)‖ = 2 sin ∆θ

2
, κ(s) = lim

∆s→0

∆θ

|∆s|
.

这说明曲率衡量弯曲程度。不过，曲率还没有区分曲线是在一个固定平面内弯曲，还是
一边弯曲一边离开原来的平面。要描述后一种变化，我们回到上一节的密切平面。

密切平面的法向量是次法向量 B。先考虑最简单的情况：若曲线落在某一固定平面
内，且所讨论区间上 κ > 0，那么 T,N 都在该平面内，B 就是一个固定单位法向量。若
密切平面随曲线转动，B 也随之改变。于是，类似于用 T ′ 衡量切向量转动的快慢，我
们可以用 B′ 衡量密切平面转动的快慢。这反映了曲线离开当前密切平面的趋势，也就
是这里要刻画的扭曲程度。

还需弄清 B′ 的方向。由 B ·B = 1得 B′ ⊥ B；再对 B ·T = 0求导，利用 T ′ = κN，
得到

B′ · T = −B · T ′ = −κB ·N = 0.

所以 B′ 同时垂直于 B, T，只能沿着 N 的方向。我们只需记录这个分量即可；按下面的
符号约定，它的负值称为挠率。

定义 2.4.1 (挠率). 在 κ > 0 处，定义曲线的挠率
τ = −B′ ·N, B′ = −τN.

因此 |τ | = ‖B′‖，符号记录密切平面转动的定向。

它与前一节的表达一致，因为
P ′′′ · B = (κN)′ · B = κN ′ · B = −κN · B′ = κτ.

这里均使用 κ > 0；直线等零曲率点并没有由上述公式确定的主法向量和挠率。
下面的算例把这两个量与熟悉的形状联系起来。

例 2.4.2 (直线、圆与圆柱螺线).

1. 单位速度直线 P (s) = P0 + sv 满足 κ = 0。反之，κ ≡ 0 时 T ′ = 0，故曲线是直
线的一段。

2. 半径 R > 0 的圆 P (s) = (R cos(s/R), R sin(s/R), 0) 有
T = (− sin(s/R), cos(s/R), 0),

N = (− cos(s/R),− sin(s/R), 0),

B = (0, 0, 1),

κ = 1/R,

τ = 0.

3. 令 ω = (r2 + h2)−1/2，r > 0，则螺线
P (s) = (r cosωs, r sinωs, hωs)
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是单位速度曲线，且
T = (−rω sinωs, rω cosωs, hω),
N = (− cosωs,− sinωs, 0),

B = (hω sinωs,−hω cosωs, rω),

κ =
r

r2 + h2
, τ =

h

r2 + h2
.

h 的符号区分螺线的左右旋向。

这三个例子也让两个量的分工更清楚：直线的切向不变，圆的切向转动但密切平面
固定，螺线则同时出现这两种变化。后面我们还会反过来问：曲率是正的常数、挠率恒
为零的曲线，是否一定是圆周的一段？在一点用与曲线具有相同切向量及曲率向量的圆
作近似，可以把曲率的倒数解释成半径。

定义 2.4.3 (曲率半径与密切圆). 当 κ(s) > 0 时，称 ρ = 1/κ 为曲率半径，P + ρN

为曲率中心。在密切平面内，以此点为圆心、ρ 为半径的圆称为密切圆。

若曲线落在一个平面内且 κ > 0，其 B 是该平面的某个固定单位法向量，故 τ = 0。
其逆命题将在曲线论基本定理之后一并整理。

最后检查这些量是否真的不依赖图形在空间中的位置。

定理 2.4.4 (运动下的曲率与挠率). 在运动 P̃ = AP + b 下，弧长与曲率不变；在
κ > 0 处有

T̃ = AT,

Ñ = AN,

B̃ = det(A)AB,

τ̃ = det(A)τ.

尤其挠率在固有运动下不变，在非固有运动下变号。

证明. 正交矩阵保持内积与长度，所以前两个标架向量及曲率按所述方式变换。由命
题 1.3.3 的向量积公式得到 B̃，再对弧长求导并与 Ñ 作内积即得挠率变换。

图 2.4: 切向量的转角 ∆θ 与曲线弧长增量 ∆s。
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2.5 Frenet 公式
现在希望描述当参数 s 变化时，整个活动标架 {P ;T,N,B} 怎样运动，也就是求出

P ′, T ′, N ′, B′。由前面的定义，我们已经知道
P ′ = T,

T ′ = κN,

B′ = −τN.

于是只剩下 N ′ 未知。由于 T,N,B 是一组单位正交基，任何向量都可以在它们上面展
开；对 N ′ 也是如此。关键不在于重新计算复杂的坐标导数，而在于利用标架始终保持
单位正交这一事实。

定理 2.5.1 (Frenet 公式). 设 P (s) 为单位速度曲线且 κ > 0，则

P ′ = T,
d
ds

T T

NT

BT

 =

 0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0


T T

NT

BT

 .

将各行分别写出，就是
T ′ = κN,

N ′ = −κT + τB,

B′ = −τN.

证明. 直接从 N = P ′′/κ 求导会引入较长的表达式。我们已经知道标架保持单位正交，
因此只需对这些内积关系求导，就能读出 N ′ 的三个分量。设 N ′ = aT + bN + cB，得到

a = N ′ · T = −N · T ′ = −κ,

b = N ′ ·N =
1

2
(N ·N)′ = 0,

c = N ′ · B = −N · B′ = τ.

代入即得。矩阵的每一行记录一个标架向量的转置，因而这里的矩阵乘法是通常的实矩
阵乘法。

实际计算时往往无法显式求出弧长参数。令 v = ‖Ṗ‖ > 0，用点号表示任意正则参
数 t 的导数，即可把上述公式换回 t。
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定理 2.5.2 (一般参数下的计算公式). 对正则曲线 P (t)，有

κ =
‖Ṗ × P̈‖

v3
, T =

Ṗ

v
.

在 Ṗ × P̈ 6= 0 处，另有

N =
vP̈

‖Ṗ × P̈‖
− Ṗ · P̈

v‖Ṗ × P̈‖
Ṗ ,

B =
Ṗ × P̈

‖Ṗ × P̈‖
, τ =

(Ṗ , P̈ ,
...
P )

‖Ṗ × P̈‖2
.

特别地，对弧长参数，τ = (P ′, P ′′, P ′′′)/‖P ′′‖2。

证明. 先把加速度分成速度大小的变化与切向的变化。利用 ds/dt = v 及 Frenet 公式，
Ṗ = vT,

P̈ = v̇T + v2κN,

Ṗ × P̈ = v3κB.

叉积消去了 v̇T，因此可以从任意速度的运动中提取曲率，T,N,B 的公式也随之得到。
计算挠率时，混合积还会消去第三阶导数的切向与主法向分量；只需求出它的 B 分量
v3κτ，于是

(Ṗ , P̈ ,
...
P ) = v6κ2τ,

而分母为 v6κ2，从而得到挠率公式。
主法向量的表达式还可以这样理解：先从加速度中减去沿速度方向的投影，再单位

化，得到

N =
‖Ṗ‖

‖Ṗ × P̈‖
P̈ − Ṗ · P̈

‖Ṗ‖‖Ṗ × P̈‖
Ṗ .

弧长参数下 ‖P ′‖ = 1、P ′ ⊥ P ′′，这些式子就回到先前的定义。涉及主法向与挠率的分
母仍要求曲率非零。

这也给出了导数与几何平面的直接对应：κ > 0 当且仅当 Ṗ , P̈ 线性无关，此时
span(Ṗ ) = span(T ), span(Ṗ , P̈ ) = span(T,N).

如果还满足 τ 6= 0，则前三阶导数张成整个空间。
Frenet 公式既能计算，也能把几何约束化成微分方程。下面给出三个应用。
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例 2.5.3 (Bouquet 公式与高阶展开). 由 P ′′ = κN 得
P ′′′ = −κ2T + κ′N + κτB.

因此，以 P (0) 为原点、T0, N0, B0 为坐标轴，曲线满足

x(s) = s− κ2
0

6
s3 + o(s3),

y(s) =
κ0

2
s2 +

κ′
0

6
s3 + o(s3),

z(s) =
κ0τ0
6

s3 + o(s3).

这就是 Bouquet 公式。若需更高阶展开，记 Frenet 矩阵为 A，令 A0 = I，递推
Am+1 = A′

m + AmA，则标架矩阵 X 满足 X(m) = AmX；P (m+1) 由第一行读出。每
次递推须有足够阶的光滑性。

要判断曲线是否在某个球面上，可以尝试把球心写在 Frenet标架内，并要求它不随
s 改变。
例 2.5.4 (球面曲线的判别). 设 κ > 0、τ 6= 0，令 ρ = 1/κ，并假设以下导数存在且
连续。曲线落在一个球面上的充要条件是

ρτ +

(
ρ′

τ

)′

= 0.

事实上，若球心为 C，对 ‖P − C‖2 = R2 连续求导，依次得到
(P − C) · T = 0,

(P − C) ·N = −ρ,

(P − C) · B = −ρ′

τ
.

因此 C = P + ρN + (ρ′/τ)B。由 Frenet 公式，
C ′ = [ρτ + (ρ′/τ)′]B.

这证明必要性；反过来，条件使 C 为常向量，且
d
ds
(
ρ2 + (ρ′/τ)2

)
= 0,

故 ‖P − C‖ 为正的常数，也就得到充分性。

拉直一条沿曲线缠绕的细线，其端点的轨迹给出另一类与标架关系紧密的曲线。

定义 2.5.5 (渐伸线与渐缩线). 若曲线 C1 在对应点的切线是 C2 的一条法线，称 C2

为 C1 的渐伸线，C1 为 C2 的渐缩线。

这个定义转化成切向量与连接线段的正交关系，就能求出参数表示。
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例 2.5.6 (渐伸线与渐缩线的方程). 设 P1(s)单位速度。将渐伸线写成 P2 = P1+λT1，
条件 P ′

2 · T1 = 0 给出 1 + λ′ = 0，故
P2(s) = P1(s) + (c− s)T1(s).

它在 (c− s)κ1(s) 6= 0 时正则。
反过来，给定单位速度曲线 P2(s) 且 κ2 > 0，渐缩线可写为

P1 = P2 + ρ2N2 + µB2, ρ2 = 1/κ2.

要求 P ′
1 平行于 ρ2N2 + µB2，得到

ρ2µ
′ − µρ′2 + τ2(ρ

2
2 + µ2) = 0.

因此 (
arctan(µ/ρ2)

)′
= −τ2，在所选分支上

P1 = P2 + ρ2N2 + ρ2 tan
(
c−

∫
τ2 ds

)
B2.

仅取表达式有限且 P ′
1 6= 0 的区间；退化为一点时不能称为正则渐缩线。

上述构造并不局限于三维。对高维曲线，将各阶导数依次正交化，仍能得到只与相
邻标架向量相联系的运动公式。

命题 2.5.7 (高维 Frenet 标架). 设 P : I → Rn 足够光滑，且 P ′, . . . , P (n−1) 线性无
关。对这些向量依次作 Gram–Schmidt 正交化，再按正定向选定 en，得到唯一的右
手正交标架，使

span(e1, . . . , ej) = span(P ′, . . . , P (j)), j < n,

且各阶过渡矩阵的行列式为正。对任意参数，e′i =
∑

j ωijej，其中 ωij = −ωji 且
|i− j| > 1 时 ωij = 0。

证明. 独立性保证每一步正交化的剩余向量非零，正的归一化系数给出所需定向与唯一
性。对 ei · ej = δij 求导得到反对称性；又 e′i 落在 span(P ′, . . . , P (i+1))中，所以 j > i+1

时系数为零，其余由反对称性得到。
若参数为弧长，记 κi = ωi,i+1，便有

e′1 = κ1e2,

e′i = −κi−1ei−1 + κiei+1,

e′n = −κn−1en−1.

其中 κ1, . . . , κn−2 > 0，最后一个曲率可以有符号；三维时即 κ1 = κ, κ2 = τ。

14



图 2.5: 渐伸线与渐缩线：连接对应点的直线在 P1 处切于 C1，在 P2 处垂直于 C2。

2.6 曲线论基本定理
前面，我们从曲线的参数方程 P (s) 算出了曲率 κ(s) 和挠率 τ(s)。现在反过来问：

我们能否只通过曲率和挠率确定唯一的一条曲线？这里给定的是它们在各个弧长 s处的
值，而不只是某一点处的两个数。

先注意到，平移或旋转一条曲线不会改变它的曲率和挠率。因此，仅凭这两个函数，
不能确定曲线在空间中的位置和朝向。我们再指定曲线的起点 P (a) = P0，以及该处的
单位切向量、主法向量和次法向量 T0, N0, B0，然后问：是否存在唯一的一条曲线，同时
满足这些初始条件，并且具有给定的曲率和挠率？

直接把曲率、挠率的计算公式当作关于 P 的方程，会同时遇到高阶导数和非线性
项。下面的证明基于这样的观察：Frenet 公式联系了曲线的曲率、挠率与 Frenet 标架。
已知 κ(s), τ(s) 后，把 T (s), N(s), B(s) 看作未知的向量函数，Frenet 公式就是关于它们
的一组一阶线性微分方程。先解出这三个向量函数，再由 P ′ = T 和给定的起点积分，就
能求出曲线的参数方程 P (s)。
不过，方程的解最初只是三个向量函数；还需要确认它们始终组成右手单位正交标

架，并且真是所得曲线的 Frenet 标架。下面的证明将依次完成这两步。

定理 2.6.1 (曲线论基本定理). 设 κ > 0, τ 为闭区间 [a, b]上的 C1 函数，给定一点 P0

和右手单位正交标架 T0, N0, B0。则存在唯一的 C3 单位速度曲线 P (s)，以 κ(s), τ(s)

为曲率与挠率，并满足
{P (a);T (a), N(a), B(a)} = {P0;T0, N0, B0}.

证明. 令

A =

 0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0

 , X(a) =

T T
0

NT
0

BT
0

 ,
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求解线性常微分方程 X ′ = AX。连续系数保证解在整个闭区间上存在且唯一。现在检
查正交性：初始矩阵满足 X(a)TX(a) = I，而系数的反对称性 AT = −A 给出

(XTX)′ = XT (AT + A)X = 0,

所以 XTX = I；又 detX 连续且只能取 ±1，初值为 1，故始终为 1。这样，X 的各行
分别给出右手单位正交向量 T,N,B。
标架已构造好，只需令 P (s) = P0 +

∫ s

a
T (u)du。于是 P ′ = T，‖P ′‖ = 1，P ′′ = κN；

由于 κ > 0，这里的 N 正是曲线的主法向量，B = T ×N。由 B′ = −τN，其挠率也是
给定的 τ。由系数的 C1 正则性，X 为 C2，故 P 为 C3。
唯一性可以沿同一路线反推：任何满足同样初值的曲线，其 Frenet标架都解同一个

线性初值问题，因而标架相同；再由 P ′ = T 及初始位置相同，曲线也相同。
如果不指定初始位置和标架，就不能要求两条曲线的参数方程完全相同；我们所能

证明的是，它们经过平移和旋转后重合。

定理 2.6.2 (固有运动意义下的唯一性). 两条具有相同弧长参数区间、处处正曲率的
曲线，若对应弧长处的曲率与挠率相同，则存在一个固有运动使它们重合。

证明. 固定同一个弧长值 a。先平移第一条曲线，使两条曲线的 P (a) 重合；再绕这个点
旋转，使第一条曲线在此处的 T,N,B 分别与第二条曲线的 T,N,B 相同。由于两组向
量都是右手单位正交标架，这样的旋转存在且唯一。平移和旋转保持曲率与挠率，现在
两条曲线又有相同的初始位置和标架，由定理 2.6.1 的唯一性，它们在整个参数区间上
重合。

因此 κ = κ(s), τ = τ(s) 可看作曲线的内在方程。1 高维情形用命题 2.5.7 的反对称
矩阵重复同一论证：给定前 n− 2 个正曲率与最后一个有向曲率，即在固有运动意义下
确定相应的非退化曲线。

基本定理之外，几个特别简单的曲率条件也能直接解释。

命题 2.6.3 (直线、平面曲线与圆的判别). 对连通参数区间上的单位速度曲线：
1. κ ≡ 0 当且仅当曲线为直线的一段；

2. 在 κ > 0 的条件下，τ ≡ 0 当且仅当曲线落在某个平面内；

3. κ ≡ c > 0, τ ≡ 0 当且仅当曲线为半径 1/c 的圆周的一段。

证明. 第一项由 T ′ = 0得到。第二项中，τ = 0给出 B′ = 0，令 B = b，则 (P ·b)′ = T ·b = 0，
所以 P 落在法向量为 b 的平面内；逆向已在上一节证明。第三项中

(P + c−1N)′ = T + c−1(−cT ) = 0,

故曲率中心固定，且到中心的距离恒为 1/c；结合第二项便得到圆。逆向由圆的计算结
果成立。

1这里沿用主教材的术语，意思是该描述不依赖空间直角坐标系。它不表示曲率和挠率是抽象一维 Rie-
mann 流形的内蕴不变量；二者仍反映曲线在空间中的嵌入。
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κ > 0 的假设同时保证挠率有定义。若允许曲率在若干点为零，就不能不加说明地
把“各段挠率为零”推广为“整条曲线落在同一个平面”。

2.7 平面曲线的整体性质
平面曲线是空间曲线的特例。在曲率不为零的区间上，它的挠率为零，因而前面的

Frenet 公式已经能够描述它。但平面曲线还有自身的特点，值得单独讨论：空间曲线在
零曲率点可能失去 Frenet 标架，而在定向平面内，我们始终可以将单位切向量旋转 90◦

得到一个单位法向量。因此平面曲线可以使用允许变号的曲率，且不需要排除拐点。

定义 2.7.1 (平面标架与相对曲率). 对单位速度曲线 P (s) = (x(s), y(s))，令
α = (x′, y′), β = (−y′, x′).

定义相对曲率 κr = α′ · β，则
P ′ = α,

α′ = κrβ,

β′ = −κrα,

κ = |κr|.

后两式由 α, β 的单位正交关系及 β 是 α 的正向 90◦ 旋转得到。一般参数下，

κr =
x′y′′ − y′x′′

(x′2 + y′2)3/2
.

为了把转动速度积分成转动角度，需连续地记录切线方向，而不能每次都把角度截回
[0, 2π)。

定义 2.7.2 (方向角). 满足 α(s) = (cos θ(s), sin θ(s)) 的连续实值函数 θ 称为方向角
的一个连续选取。它在区间上存在，固定初值后唯一，且

θ′ = κr.

存在性可将区间分成足够短的小段，使每段切向量落在一个开半圆内，再逐段选择
与前段端点一致的角度；两个连续选取之差是连续的 2πZ 值函数，所以为常数。对三角
表达式求导即得 θ′ = κr。
因此，给定相对曲率 κr(s) 后，先积分求出方向角 θ(s)，便知道单位切向量是

(cos θ(s), sin θ(s))；再对它的两个分量积分，就能求出曲线的坐标 x(s), y(s)。这两步
分别需要给定初始方向角和初始位置。
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定理 2.7.3 (平面曲线基本定理). 给定连续函数 κr(s)、初始位置 (x0, y0) 和方向角
θ0，唯一的单位速度曲线由

θ(s) = θ0 +

∫ s

s0

κr(t)dt,

x(s) = x0 +

∫ s

s0

cos θ(t)dt, y(s) = y0 +

∫ s

s0

sin θ(t)dt

给出。
证明. 求导检查单位速度与相对曲率；反过来，任一满足初值的曲线都必须满足上述积
分式，故唯一。

现在考虑整体问题。光滑闭曲线要求端点的位置和各阶导数相匹配，因而可将参数
按总长 L 周期延拓。若 P : [0, L) → R2 单射，则称其为简单闭曲线。
绕闭曲线一周，切向量回到原方向，但连续记录的方向角可能已经转过若干整圈。

这一整数就是旋转指标。

定义 2.7.4 (旋转指标). 对正则闭曲线，定义

i(C) =
θ(L)− θ(0)

2π
∈ Z.

当曲线为 C2 时，i(C) =
1

2π

∫ L

0
κrds。反向遍历时 i(C) 变号。

我们首先可能想到把曲线连续变形成一个圆，再利用圆的旋转指标已经知道这一
点。这个想法中真正有用的是：旋转指标取整数值，若在变形中连续变化，它就只能保
持不变。不过，角度来自非零切向量，所以变形的每一个中间曲线都必须正则。具体地，
这个整数在保持正则性的连续变形中不变：相邻参数下的单位切向量一致接近，可在相
同的小圆弧上连续选择角度，使总角度变化连续；连续的整数值只能局部恒定，再由变
形参数区间连通而恒定。因此，用变形研究旋转指标时，整个过程中都要保留非零切向
量。2

直接跟踪切向量，尚不容易利用“简单闭合”这个条件。我们改看曲线上两点之间
的割线：简单性保证两点不重合时割线方向有定义，两点靠近时它又趋于切线方向。要
把这些方向统一记录成实数角度，先需要下面的引理。

引理 2.7.5 (三角形上的连续角度). 若 ∆ ⊂ R2 是闭三角形，f : ∆ → S1 连续，则存
在连续实函数 φ 使 f = (cosφ, sinφ)。

证明. 把 S1 视为复平面中的单位圆。固定 q ∈ ∆，令 H(x, t) = f(q + t(x− q))。由紧集
上的一致连续性，可取分割 0 = t0 < · · · < tm = 1，使对每个 x，H(x, tj+1)/H(x, tj) 都
落在以 1 为中心、不含 −1 的开圆弧内。每个比值都有连续的主幅角。将这些幅角相加，
再加 f(q) 的一个幅角，即得到 f(x) 的连续幅角。

2直线插值未必保留这一条件。例如 P (s) = (cos s, sin s) 与 Q(s) = −P (s) 的直线同伦在中间时刻缩成
一点，旋转指标在那里没有定义。
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这一引理应用于两点间割线的方向，将总转角转化成三角形边界上容易计算的角度
变化。
定理 2.7.6 (旋转指标定理). 平面上的 C1 正则简单闭曲线满足 i(C) = ±1。

证明. 用弧长参数 s ∈ [0, L]，在三角形 ∆ = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ v ≤ L} 内定义

f(u, v) =
P (v)− P (u)

‖P (v)− P (u)‖
(0 < v − u < L).

简单性保证分母非零。在对角线上连续延拓为 f(s, s) = T (s)，在顶点 (0, L) 延拓为
−T (0)；后者由

P (v)− P (u) = −
(
u+ L− v

)
T (0) + o(u+ L− v)

得到。由引理 2.7.5，f 在整个三角形上有连续幅角。
取 P (0) 为曲线的一个最低点，平移至原点；其切线水平。若 T (0) 指向右方，则

沿边 (0, s) 的割线 P (s)− P (0) 始终在闭上半平面，幅角由 0 变为 π；沿边 (s, L) 的割
线 P (L) − P (s) 在闭下半平面，连续幅角由 π 变为 2π。由于这两条边与对角线有相同
的起止顶点，沿对角线的角度变化也是 2π，即 i(C) = 1。若 T (0) 指向左方，同理得到
−2π。
下面用相对曲率判断凸性。必须保留定向的选择：反向遍历同一条凸曲线会使相对

曲率全部变号。
定义 2.7.7 (凸曲线). 若平面曲线整体位于每一点的切线所确定的某一个闭半平面
内，称其为凸曲线。

图 2.6: 带自交的闭曲线：简单闭合条件在凸性判别中不能省略。
切向量若沿同一方向连续转动，就不会使曲线越过自身的支撑切线，这给出下面的

判别。
定理 2.7.8 (凸闭曲线的曲率判别). 一条 C2 正则简单闭曲线是凸曲线，当且仅当
κr ≥ 0 处处成立或 κr ≤ 0 处处成立。取正向遍历时，对应条件为 κr ≥ 0。

证明. 先设 κr ≥ 0。方向角单调且由旋转指标定理一周增加 2π。任取一点为起点，使其
切线为 x 轴、θ(0) = 0。因为 y′ = sin θ，当 θ 从 0 增至 π 时 y 非减，从 π 增至 2π 时 y

非增；又起止高度均为零，故整条曲线都在 y ≥ 0 的半平面内。起点任意，所以曲线凸。
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反过来，对正向遍历的简单闭凸曲线，内部位于每一点有向切线的左侧。以当前
点为原点、切向为 x 轴正向，附近曲线可以写为 y = f(x)，满足 f(0) = f ′(0) = 0 且
f(x) ≥ 0，所以 f ′′(0) ≥ 0。此时 κr = f ′′(0)，得到结论。反向情形令参数反向即可。
这里的简单闭合条件不能去掉（见图 2.6）。非简单的闭曲线即使切向量始终向同一

方向转动，也可能绕行多圈而不满足上述整体支撑性质。
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第三章 曲面的局部性质

3.1 曲面与参数曲面片
曲线论中，我们先由参数方程找到切向与标架，再用曲率、挠率描述形状。曲面也

从参数方程开始，不过经过一点的切方向现在组成一个平面，弯曲程度还可能随方向改
变。我们先弄清这个切平面如何产生。

类似于用参数方程描述曲线，我们可以用两个参数描述曲面。直观地，将平面区域
D ⊂ R2 经过伸缩、扭曲等变形放到 R3 中，就得到一个参数曲面。不过，“使用两个参
数”还不意味着得到的是二维曲面：例如两个参数可能都只沿同一条直线改变位置。因
此仍需正则性来排除这种退化。
定义 3.1.1 (参数曲面与正则性). 设 D ⊂ R2 为开集，P : D → R3 为 Ck 映射，k ≥ 3。
称 P (u, v) 为参数曲面。若处处有

rank(Pu, Pv) = 2, 即Pu × Pv 6= 0,

则称它正则。u 或 v 为常数所得曲线称为参数曲线。

先固定 v = v0，只让 u 变化，就得到曲线 u 7→ P (u, v0)；固定 u = u0 同理。因而，
参数域中的横线和竖线经过 P 后，形成曲面上的两族参数曲线。它们未必还是直线，也
未必相互垂直，但仍然把曲面组织成一张参数网。

在参数平面上，我们靠横纵坐标 (u, v) 确定一个点；现在也希望借这张网，用同样
的两个数确定曲面上的一个点。这里有一个需要注意的问题：若不同的参数点映到同一
个空间点，这两个数就不能作为该曲面片上的唯一坐标。因此，要把参数真正当成曲面
坐标使用，还需要在所讨论范围内有一一对应，并且正反两个方向都连续。

正则条件表示两个参数确实给出两个独立方向。它保证局部不折叠，却不保证整个
参数域上的单射性。例如 P (u, v) = (cosu, sinu, v) 处处正则，却随 u 周期重复。

定义 3.1.2 (容许的参数变换). 设 ϕ : D̃ → D 为 Ck 微分同胚，P̃ = P ◦ ϕ，则称 ϕ

为容许的参数变换。写作 u = u(ũ, ṽ), v = v(ũ, ṽ)，其 Jacobi 行列式处处非零。

链式法则给出
P̃ũ × P̃ṽ =

∂(u, v)

∂(ũ, ṽ)
(Pu × Pv),

所以正则性在参数变换下保持。正则性为什么能够保证在足够小的范围内建立坐标？写
P = (x, y, z)，注意

Pu × Pv =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
.

叉积不为零，意味着至少有一个二阶子式不为零。不妨设当前点处 ∂(x, y)/∂(u, v) 6= 0。逆
函数定理告诉我们，在缩小后的邻域中，可以由 x, y 唯一且光滑地解出 u = u(x, y), v =
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v(x, y)。再代入第三个坐标，得到
z = f(x, y) := z(u(x, y), v(x, y)).

于是这部分曲面就是一个图像，而图像上的点显然可以由 (x, y)唯一记录。再通过 (x, y)

与 (u, v) 的局部对应，就得到参数域与这一片曲面的同胚。这里用的是局部逆函数定理，
所以结论也是局部的，不能因此断言整个参数化单射。

一张这样的坐标网仍未必覆盖整个曲面。球面的经纬度在两极失效，就需要换一张
网；圆柱的角度绕一周会重复，也需要限制坐标范围。因此，我们先定义一张网所描述
的曲面片，再允许用若干片描述整个曲面。

定义 3.1.3 (曲面片与正则曲面). 沿用主教材的约定，若 D 为单连通开集，P 正则
且为 D 到其像集 P (D) 的同胚，则称其为正则参数曲面片。连通子集 S ⊂ R3 称为
正则曲面，是指每点都有一个空间邻域 V，使 S ∩ V 是这样的曲面片。

两个要求分别处理不同的问题：秩为 2 保证两个切方向独立，到 P (D) 的同胚则保
证这一片上的点可由参数唯一且连续地记录。一般曲面允许由多个这样的片拼成；重叠
处的过渡映射由上述局部图像表示可知是光滑的。

例 3.1.4 (图像、圆柱与球面). 图像 P (u, v) = (u, v, f(u, v))总是正则的，因为 Pu×Pv =

(−fu,−fv, 1)。圆柱的上述参数化限制在长度小于 2π 的角度区间上便给出曲面片，适
当取两个区间可覆盖圆柱。
球面可用

P (u, v) = a(sinu cos v, sinu sin v, cosu), 0 < u < π

描述除去两极及一条经线的部分。两极处这套参数退化，球面本身却是正则的：在
北极附近改用图像 z =

√
a2 − x2 − y2 即可。球面是紧的，不能与平面开集同胚；圆

柱不单连通，也不能由上述约定下的一个曲面片覆盖。

图 3.1: 参数域中的坐标网映成曲面上的参数曲线网。

3.2 切平面与法方向
要描述曲面在一点附近的形状，首先应找到它的一阶近似。曲面上经过该点的曲线，

其速度向量正好给出这个近似平面的所有方向。
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定义 3.2.1 (切空间、切平面与法线). 设 p = P (u0, v0)。曲面上经过 p 的 C1 曲线在
该点的速度向量称为切向量。全体切向量组成切空间 TpS；过 p 且平行于该空间的
仿射平面 p+ TpS 称为切平面，其正交方向称为法方向。

要实际计算这些向量，只需把曲面的参数曲线与一般曲线联系起来；链式法则将给
出一组自然的基。

命题 3.2.2 (切空间的坐标描述). TpS = span{Pu, Pv}，因而它是二维向量空间。切
平面和一条选定的单位法线分别为

X = p+ aPu + bPv, X = p+ tn, n =
Pu × Pv

‖Pu × Pv‖
.

证明. 设曲线在 t = 0 经过 p，将它写成 c(t) = P (u(t), v(t))。链式法则给出
c′(0) = u′(0)Pu(u0, v0) + v′(0)Pv(u0, v0).

因此，不论在曲面上选怎样的曲线，它在 p 处的速度都落在 Pu, Pv 张成的平面内。这先
说明 TpS ⊆ span{Pu, Pv}。
但我们还没有说明这个平面中的每个向量都能作为某条曲线的速度。任给两个数

a, b，在参数域中取直线 (u0 + at, v0 + bt)，再把它映到曲面上，得到
c(t) = P (u0 + at, v0 + bt).

只要 t 足够小，这条曲线就有定义，且 c′(0) = aPu + bPv。于是反向包含也成立。正则
性保证 Pu, Pv 线性无关，所以全体切向量确实构成一个二维向量空间，而叉积给出其法
方向。
注意切空间经过向量空间的原点，切平面经过曲面上的点 p；二者可借平移对应，但

不是同一个集合。参数变换只是把 Pu, Pv 换成另一组基，所以切空间与参数无关。
选择 n 相当于区分曲面的两侧。由上一节的叉积变换式，Jacobi 行列式为正时由参

数诱导的单位法向量不变，为负时变号。

定义 3.2.3 (定向与可定向性). 曲面片上单位法向量的一个连续选择称为定向。若曲
面可被一族参数图覆盖，且重叠处的参数变换均保持定向，则称曲面可定向。

这一逐图的定义还可以用一个全局几何对象来判别，从而避免逐个检查所有过渡映
射。

命题 3.2.4 (可定向性的法向量判别). 正则曲面可定向，当且仅当它有一个处处定义
的连续单位法向量场。

证明. 若过渡映射保持定向，各图诱导的单位法向量在重叠处相同，故可拼合。反之，给
定连续 n，缩小连通参数域后，图诱导的法向量与 n 或处处相同，或处处相反；后一种
情形交换两个参数。这样各图都诱导 n，重叠处的 Jacobi 行列式必为正。
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3.2.1 微分、余切空间与一阶近似
有了切空间以后，还会遇到 du, dv 这样的记号。它们在后面的基本形式中反复出现，

因而需要先说明：它们是什么对象，又怎样作用在切向量上。
把参数 u, v 看成曲面片上的坐标函数。沿曲线 c(t) 运动时，u(c(t)), v(c(t)) 记录两

个坐标的变化。若 c(0) = p, c′(0) = X，我们用

dup(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

u(c(t)), dvp(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

v(c(t))

记录坐标沿 X 的变化率。由上面关于切向量的计算，若 X = aPu + bPv，这两个数恰好
是 a, b，并不依赖所选曲线的其他部分。
于是 du, dv 都是从 TpS 到 R 的线性映射，也就是对偶空间 TpS

∗ 中的元素；这个
对偶空间称为余切空间。它们满足

du(Pu) = 1, du(Pv) = 0,

dv(Pu) = 0, dv(Pv) = 1.

所以 du, dv正是与 Pu, Pv 对偶的一组基。例如 X = 2Pu−Pv 时，du(X) = 2, dv(X) = −1：
它们的作用就是读出切向量在这组基下的分量。这里 du 是一个线性函数，du(X) 才是
一个数，二者应当区分。

再看曲面参数化的全微分。在参数点 q = (u, v) 处，给定参数增量 h = (h1, h2)，有
dPq(h) = h1Pu + h2Pv, P (q + h)− P (q) = dPq(h) + o(‖h‖).

这就是说，先沿参数域移动 h，再映到曲面上，实际位移的一阶近似就是切向量 dPq(h)。
因此微分既联系了参数域与切平面，也解释了为什么切平面是一阶近似。

如果把位置看作曲面到空间的包含映射 ι : S → R3，则其微分满足 dιp(X) = X。沿
用位置向量的传统记法，也把这个微分记为 dP，便有

dP = Pudu+ Pvdv, dP (X) = X. (3.2.1)

等式右端的意思是：先用 du, dv 读出 X 的两个分量，再用 Pu, Pv 拼回原来的向量。因
为每个输入切向量得到的是一个空间向量，这也称为向量值一次形式。后文写 dP · dP
时，实际上仍是先让这些线性映射作用于切向量，再作内积；不要把线性映射本身与它
的某个取值混为一谈。
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图 3.2: 曲面的切平面与法方向；图中 ru, rv 对应正文的 Pu, Pv。

3.3 第一基本形式
这一节的动机是考虑这样一个问题：我们先前定义的切空间 TpS ⊂ R3 是一个向量

空间，而对一个向量空间来说，其内部的向量如何做内积是重要的，所以我们考虑切空
间中向量的内积。由于任何一个切向量 X ∈ TpS 同时也是 R3 中的向量，所以自然地，
我们定义 TpS 中的内积就是 R3 中的 Euclid 内积在 TpS 上的限制。
不过，这样定义以后，第一基本形式与原来的空间内积有什么关系，为什么还需要

另起一个名字？先看实际计算。若把切向量写成
X = aPu + bPv,

那么它的长度平方为
〈X,X〉 = (aPu + bPv) · (aPu + bPv)

= a2(Pu · Pu) + 2ab(Pu · Pv) + b2(Pv · Pv).

在某一点固定下来以后，这个式子中与曲面有关的只有三个数 Pu ·Pu, Pu ·Pv, Pv ·Pv。只
要记下它们，我们就能根据两个坐标分量 a, b 计算任意切向量的长度，而不必每次重新
写出它在 R3 中的三个分量。这就是把内积写成基本形式的用处。

定义 3.3.1 (第一基本形式). 曲面上由环境内积诱导的内积 Ip(X,Y ) = 〈X,Y 〉 称为
第一基本形式。记

E = Pu · Pu, F = Pu · Pv, G = Pv · Pv, g =

(
E F

F G

)
,

则 E,F,G 称为第一类基本量，且
I = dP · dP = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2.

由上一节可知 du(X) = a, dv(X) = b，所以 Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 正好把上面的
计算写成一个二次型。这里的乘积是对称乘积，而不是后面将引入的外积；例如 du2 在
(X,X) 上取值为 a2。
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要计算 X,Y 的内积，可以先算出 X + Y,X, Y 的长度平方，再用极化公式求得；也
可以直接展开。若 Y = cPu + dPv，则

I(X,Y ) = Eac+ F (ad+ bc) +Gbd.

正则性给出 E > 0 和 EG− F 2 = ‖Pu × Pv‖2 > 0，所以 g 正定。
E,F,G 是同一个内积在坐标基 Pu, Pv 下的记录。换一组参数后，基和系数都会改

变，我们应当检查二者是否恰好配合，使向量的长度与夹角不变。

命题 3.3.2 (基本量的变换与基本形式的不变性). 将参数变换的偏导数按行排列，令

J =

(
uũ vũ
uṽ vṽ

)
.

则 g̃ = JgJT，而 I 是与参数无关的双线性形式。

证明. 一方面，将 du, dv 用新参数的微分表示，得到
dP = Pu(uũdũ+ uṽdṽ) + Pv(vũdũ+ vṽdṽ)

= (Puuũ + Pvvũ)dũ+ (Puuṽ + Pvvṽ)dṽ.

另一方面，直接用新参数计算同一个位置微分，得到
dP = Pũdũ+ Pṽdṽ.

对比两个坐标微分的系数，便得到新旧切向基的关系。把它与坐标微分的换元公式一起
写成矩阵，就是 (

Pũ

Pṽ

)
= J

(
Pu

Pv

)
,

(
du
dv

)
= JT

(
dũ
dṽ

)
.

前一式取 Gram 矩阵得 g̃ = JgJT；后一式代入二次型得

(dũ, dṽ)g̃
(

dũ
dṽ

)
= (du, dv)g

(
du
dv

)
.

故基本量改变，所表示的内积不变。若采用通常以列排列的 Jacobi 矩阵 A = JT，同一
公式写成 g̃ = AT gA。

有了内积以后，就可以做很多事情：计算向量的模长与夹角，判断两个方向是否正
交，再沿曲线积分得到弧长。由于这些计算只用到第一基本形式，我们可以直接在曲面
坐标中完成它们。

命题 3.3.3 (长度、夹角与正交条件). 对非零切向量 X,Y，有

‖X‖ =
√

I(X,X), cos∠(X,Y ) =
I(X,Y )√

I(X,X)I(Y, Y )
.

因此 X ⊥ Y 当且仅当 I(X,Y ) = 0，特别地，两族参数曲线正交当且仅当 F = 0。曲
线 c(t) = P (u(t), v(t)) 的长度为

L(c) =

∫ b

a

√
Eu′2 + 2Fu′v′ +Gv′2 dt.
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证明. 前两式是内积的基本性质。对曲线使用 c′ = u′Pu + v′Pv，代入 ‖c′‖ =
√

I(c′, c′) 并
积分即可。
长度使用一条切向量，面积则应使用两条独立切向量张成的平行四边形；其面积由

同一个度量矩阵决定。

命题 3.3.4 (面积元). 正则曲面片的面积元为 dA =
√
EG− F 2 dudv；因而对其中区

域 P (D0)，
A(P (D0)) =

∫∫
D0

√
EG− F 2 dudv.

证明. 在参数域中取边长为 ∆u,∆v 的小矩形。四条边映到曲面上，通常成为四条曲线，
所以得到的是一个曲边小块，不能直接把它当成平面矩形。

但是，在矩形足够小时，从同一顶点出发的两条边，其位移分别以 Pu∆u, Pv∆v 为
一阶近似。于是曲面小块可以用这两个切向量张成的平行四边形近似，其面积为

‖(Pu∆u)× (Pv∆v)‖ = ‖Pu × Pv‖|∆u∆v|.

这里两条边一般不垂直，因而不能直接把它们的长度相乘。叉积恰好同时包含边长和夹
角的信息，而且

‖Pu × Pv‖2 = (Pu · Pu)(Pv · Pv)− (Pu · Pv)
2 = EG− F 2.

利用曲面在紧子域上一阶近似的一致性，将区域分割、求和并取极限，就得到所述面积
积分。换参数时 √

det g̃ = | det J |
√

det g，恰与积分的换元公式一致。
若参数化非单射，上式计算的是计重面积，不能直接当作像集的面积。至此，同一

个内积已经给出了长度、夹角和面积。它能否同时区分曲面在空间中的形状？先比较两
个熟悉的曲面。

例 3.3.5 (平面与圆柱的度量). 设 a > 0，取平面与圆柱的参数化
P (u, v) = (u, v, 0),

P̃ (u, v) = (a cos(u/a), a sin(u/a), v).

圆柱的 u 参数已经是圆周弧长，故两种参数化均有 E = G = 1, F = 0，即
I = du2 + dv2.

因此，相同参数曲线在两张曲面上具有相同的长度，对应切向量的夹角和区域的面
积也相同。取 u 在长度小于 2πa 的区间内，便可把这一对应看作圆柱片的展开。这
里第一基本形式相同，空间形状却不同。

现在再回到前面的问题。第一基本形式并不是另造了一个与空间内积不同的运算，
它正是空间内积在各个切空间上的限制。改变参数时，变的是表示这个内积的基与系数，
内积本身没有改变；空间 Euclid 内积也同样不会因正交坐标的改变而改变，所以不能
用“是否依赖坐标”来区分二者。

这里所谓内蕴，是说一旦给定第一基本形式，长度、夹角和面积便可以只根据曲面
上的坐标与度量计算，无需再知道曲面具体怎样放在空间中。平面与圆柱的例子说明，
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两种不同的空间形状有可能给出相同的内部测量。但这并不表示任意嵌入都诱导同一个
度量：光滑曲面本身还没有指定长度，度量是额外的数据，例 3.3.5 中二者相同是计算
所得的结论。

再看一个参数线同时包含直线与螺线的曲面，第一基本形式可以把这两类长度放在
同一公式中。

例 3.3.6 (螺旋面的长度与面积). 对 P (u, v) = (v cosu, v sinu, bu)，b 6= 0，计算得
E = v2 + b2, F = 0, G = 1，故

I = (v2 + b2)du2 + dv2, dA =
√
v2 + b2 dudv.

v 固定时参数曲线是圆柱螺线，u 固定时则是直线。若 b = 0，这是平面的极坐标表
示，须排除 v = 0。

夹角的计算也可以反过来寻找具有特定方向的曲线。下面以参数网的角平分方向为
例。
例 3.3.7 (参数网的角平分轨线). 在一般参数网中，两条单位参数切向量为
Pu/

√
E,Pv/

√
G。它们的和与差分别平分两条角，因此角平分方向满足

√
E du = ±

√
G dv.

推导只用了先单位化再取和、差，因此对非正交的参数网也成立。

图 3.3: 以切平行四边形近似曲面参数小块，从而得到面积元。

3.4 第二基本形式
上一节中，平面与圆柱可以具有相同的第一基本形式，但它们在空间中的弯曲显然

不同。我们需要再找一个量，记录第一基本形式没有区分的信息。
切平面已经给出一阶近似，因此可以观察附近点怎样偏离这个平面。设 p = P (u0, v0)，

附近一点为 q = P (u0 +∆u, v0 +∆v)。如果曲面就是平面，那么 q − p 始终在切平面内；
若曲面弯曲，附近点便可能离开这个平面。因此，我们先计算 q 到切平面的距离。

选定 p 处的单位法向量 n(p)，就可以规定距离的正负：沿着法向量的一侧取正，另
一侧取负。于是有向距离是

δ = (q − p) · n(p).
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距离本身还随所取点远近而变，不能直接作为一点处的弯曲量。我们需要看它在 q → p

时由哪一阶项控制。令 h = (∆u,∆v)，Taylor 展开给出
q − p = Pu∆u+ Pv∆v

+
1

2

(
Puu(∆u)2 + 2Puv∆u∆v + Pvv(∆v)2

)
+ o(‖h‖2).

所有偏导数都在 (u0, v0) 取值。前两个一次项是切向量，它们与 n(p) 的内积为零；因此
一阶近似没有法向偏离，最先可能出现的是二次项。记

L = Puu · n, M = Puv · n, N = Pvv · n,

便得到
δ =

1

2

(
L(∆u)2 + 2M∆u∆v +N(∆v)2

)
+ o(‖h‖2).

于是，我们把这个记录二阶法向偏离的二次型单独记下来。参数增量 h = (∆u,∆v) 对
应的切向量为 Xh = ∆uPu + ∆vPv。这里的 N 是第二类基本量，与曲线的主法向量记
号依语境区分。
定义 3.4.1 (第二基本形式). 固定局部单位法向量 n 后，定义第二基本形式

II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2, b =

(
L M

M N

)
.

L,M,N 称为第二类基本量。其几何意义是：1

2
II(Xh, Xh) 是邻近点到切平面的有向

距离的二阶近似。

如果某个方向上的二次项为零，这个展开就还不能确定沿该方向偏离切平面的首个
非零项，需要继续考察更高阶项。1

我们也可以通过法向量的变化观察弯曲：切平面转动时，它的单位法向量也随之转
动。下面的等式将这两种观察联系起来。

命题 3.4.2 (第二基本形式的等价表达). 有
II = d2P · n = −dP · dn,

以及 L = −Pu · nu，M = −Pu · nv = −Pv · nu，N = −Pv · nv。

证明. 法向量与每个切向量正交，所以 Pu · n = Pv · n = 0。例如，对第一式求 v 导数，
乘积法则给出

Puv · n+ Pu · nv = 0, M = −Pu · nv.

对第二式求 u 导数又得到 M = −Pv · nu。同样地，对第一式求 u 导数、第二式求 v 导
数，得到 L = −Pu · nu, N = −Pv · nv。因而

−dP · dn = −
(
Pudu+ Pvdv

)
·
(
nudu+ nvdv

)
= Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = II.

1沿固定方向且二次项非零时，展开也给出 II/δ → 2；这个比值表达依赖非零条件，而二阶展开本身没
有这一限制。
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这说明邻近点偏离切平面与法向量转动这两种观察，给出了同一个二次型。这里 d2P 指
坐标二阶表达式 Puudu2 +2Puvdudv+Pvvdv2，不是外微分的平方；后者将在第 四 章中
恒等于零。

二阶偏导本身会在换参数时出现额外项，因此需要验证取法向分量后是否仍表示同
一个二次型。

命题 3.4.3 (换参数与改变法向). 若固定同一个几何法向量场，则 b̃ = JbJT，所以 II
与参数无关。若新旧法向量各自由参数叉积诱导，则

b̃ = sgn(det J)JbJT .

反向选择 n 时，整个 II 变号。

证明. 先具体考察一个系数。对 Pũ = Puuũ + Pvvũ 再求一次导数，得到
Pũũ = Puuu

2
ũ + 2Puvuũvũ + Pvvv

2
ũ

+ Puuũũ + Pvvũũ.

最后两个就是二阶求导产生的额外项；但它们沿着切平面，与 n 作内积后消失。因此
L̃ = Lu2

ũ + 2Muũvũ +Nv2ũ.

同样计算 M̃, Ñ，恰好得到 b̃ = JbJT。若使用参数诱导的法向量，再由叉积变换式乘上
sgn(det J)。二次型与微分坐标配对后不变，变号只来自法向的改变。

现在回到例 3.3.5。平面的法向量恒定，所以 II = 0。圆柱取外法向 n =

(cos(u/a), sin(u/a), 0)，则

nu =
1

a
P̃u, nv = 0, II = −1

a
du2.

所以第二基本形式区分了这两张具有相同度量的曲面：圆柱沿圆周方向弯曲，沿母线方
向法向量不变。

球面则在各个切方向上同样弯曲。更一般地，若二阶偏离总是长度平方的同一个倍
数，是否就只能得到平面或球面？下面从法向量的变化回答这个问题。

命题 3.4.4 (处处各向同性的曲面). 若连通曲面上 II = cI（允许 c 随点变化），则 c

必为常数；曲面是一个平面或一个球面的开部分。

证明. 由 ni · Pj = −cPi · Pj 及 ni 切向，得 nu = −cPu, nv = −cPv。混合偏导相等给出
cvPu = cuPv，由独立性知 cu = cv = 0。连通性使局部常数成为全局常数。若 c = 0，n

固定且 P · n 为常数，故在平面内；若 c 6= 0，d(P + n/c) = 0，所以球心固定，半径为
1/|c|。由于参数化正则，其像在相应平面或球面中是开集。

例如半径 a的球面取外法向时 n = P/a，故 II = −I/a。负号也符合距离的解释：球
面邻近点位于切平面的内侧，其相对于外法向的有向距离为负。
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图 3.4: 邻近点到切平面的有向距离 δ，其二阶近似由第二基本形式给出。

3.5 法曲率函数
上一节定义的第二基本形式刻画了曲面在每一点处的二阶弯曲。从另一个角度来考

虑曲面的弯曲程度，观察曲面上的曲线，会发现曲线的弯曲性质会受到曲面的制约。例
如，直线是不可能放到球面上去的，即在球面上不存在曲率为零的正则曲线。而曲线的
弯曲性质我们在曲线论中已经讨论过了，由此启发我们借助于落在曲面上面的曲线的弯
曲性质来刻画曲面的弯曲状况。

但是，对于曲面上某一点，仅仅凭过这一点的曲线的曲率向量，是无法刻画曲面的
弯曲程度的。例如，在一个平面上，我们可以随意画出各种弯曲的曲线，这些曲线的曲
率可能很大，但平面确实是没有弯曲的。这是因为这些曲线的弯曲并不是由于所在曲面
的结构而“不得不”发生的弯曲。另一个例子是球面上的曲线曲率不可能为零，这说明
球面上的曲线确实由于球面的结构而不得不发生弯曲。所以，我们需要从曲率向量中分
离出由曲面所决定的部分。

平面的例子还给出了一个启发：无论平面内的曲线怎样转弯，它的加速度仍在这个
平面内，沿曲面法向的分量恒为零。于是，我们尝试把曲线的曲率向量投影到曲面法向
上。这样可以去掉曲线在切平面内自行转弯的部分。圆柱面上的直线母线则提醒我们：
即使曲面不是平面，某些方向的法向弯曲仍可以为零，因而最后得到的量还应当允许随
方向改变。

这个想法是否可行，需要计算验证。固定曲面上一点 p，设经过它的曲线以弧长 s

为参数，写成 c(s) = P (u(s), v(s))。依次求导得
c′ = Puu

′ + Pvv
′,

c′′ = Puu(u
′)2 + 2Puvu

′v′ + Pvv(v
′)2 + Puu

′′ + Pvv
′′.

这里 u′′, v′′ 还含有曲线本身如何转弯的信息。与曲面单位法向量 n 作内积时，最后两个
切向项恰好消失，留下

c′′ · n = L(u′)2 + 2Mu′v′ +N(v′)2.

右端只含曲面在该点的第二类基本量，以及曲线的两个速度分量 u′, v′。因此，只要两条
曲线在 p 处具有相同的单位切向量，它们的这个法向分量就相同，曲线其余部分如何选
取已经没有影响。
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我们使用的是弧长参数，所以还有
1 = ‖c′‖2 = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2.

若给定的只是任意非零切向量 X = aPu + bPv，就先把它除以长度化成单位向量。二次
型因此要除以长度平方，所得的值为 II(X,X)/I(X,X)。分子记录法向弯曲，分母消去
向量大小的影响，于是这个比值只与切方向有关，可以不再借助某一条具体曲线来定义。

定义 3.5.1 (法曲率). 对 X = aPu + bPv 6= 0，定义

κn(X) =
II(X,X)

I(X,X)
=

La2 + 2Mab+Nb2

Ea2 + 2Fab+Gb2
.

它在非零倍数下不变，因而是无向切方向的函数，不在零向量处定义。若 κn(X) = 0，
称该方向为渐近方向。

把 X 换成 λX 时，分子与分母同乘 λ2，所以比值不变，这也直接验证了它只依赖
方向。若用斜率 a/b 记录方向，b = 0 的方向还须另行讨论；上述齐次表达则同时包含
所有非零方向。

法曲率虽然由曲率向量的一个分量得到，是否也能直接解释成某条平面曲线的曲
率？给定 p 处的切方向 X，取经过 p、由 X 与 n(p) 张成的平面。这称为该方向的法截
面，它与曲面的局部交线称为法截线。法截面与曲面的切平面沿 X 方向相交，且并非
同一平面，因此交线在 p 附近正则，并以 X 为切方向。
将法截线也用弧长参数化。因为它是一条平面曲线，加速度仍在法截面内；又因为

速度恒为单位长度，加速度垂直于 X。在由 X,n 张成的平面里，同时满足这两个条件
的方向就是 n。因此，法截线的加速度没有切平面内的分量，它的全部弯曲恰好就是上
面分离出的法向弯曲。

定理 3.5.2 (法截线解释与 Meusnier 定理). κn(X) 等于法截线在由 (X,n) 定向的法
截面内的相对曲率。任一具有同样单位切向量的曲面曲线满足

c′′ · n = κn.

若该曲线的曲率 κ > 0，主法向量为 N，则
κn = κ cos∠(N,n).

证明. 首式由法截线的加速度为 κnn 得到。一般曲线的结论正是本节开头的计算；当
κ > 0 时代入 c′′ = κN 即得 Meusnier 公式。κ = 0 时主法向量未必有定义，但向量形式
仍然成立。

例 3.5.3 (球面上的小圆). 半径 a的球面取外法向，有 κn = −1/a。余纬为 φ ∈ (0, π)

的纬圆曲率为 1/(a sinφ)，其主法向量指向纬圆圆心，故 N · n = − sinφ。二者相乘
确为 −1/a。图 3.5 展示相切的法截线与斜截线之间的关系。

接下来想找出弯曲最大与最小的方向。直接对上面的分式求极值当然可行，但 II =
−dP · dn 提供了另一条路线：把法向量的变化看成一个线性变换，再利用线性代数研究
它。
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这里 dnp(X)有具体的含义。取 c(0) = p, c′(0) = X，沿曲线观察单位法向量 n(c(t))，
则

dnp(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

n(c(t)).

若 X = aPu + bPv，它就是 anu + bnv。因而它记录沿 X 移动时法向量的瞬时变化，且
只依赖 X，不依赖所选曲线的其他信息。由 n · n = 1，这个变化向量垂直于 n，仍落在
TpS 内。

现在把负号一并吸收到变换中，法曲率的分子便写成 〈−dn(X), X〉。这正是一个线
性变换所对应的二次型，极值问题由此可以转化为特征值问题。

定义 3.5.4 (Weingarten 变换). 定义 Wp : TpS → TpS 为 Wp(X) = −dnp(X)，称为
Weingarten 变换（形算子）。

由 n · n = 1 得 dn(X) ⊥ n，所以它确实取值于切空间。又
〈WX,Y 〉 = II(X,Y ) = II(Y,X) = 〈X,WY 〉,

故 W 自伴。要在坐标中找到这个变换，设它在基 Pu, Pv 下的矩阵为 A，向量 X,Y 的
列坐标为 x, y。由于

I(X,WY ) = xTgAy, II(X,Y ) = xT by,

对任意 x, y 相等，便有 gA = b，即 A = g−1b。这也解释了为什么不能直接把 b 的特征
值当成主曲率：Pu, Pv 一般不是单位正交基，必须先用 g 校正长度与夹角。矩阵 g−1b未
必对通常的点积对称，但它对切空间上的内积 g 自伴。

自伴性提供两个正交特征方向，法曲率在这些方向上不再混合；它们正是描述弯曲
所需的特殊方向。
定义 3.5.5 (主曲率、主方向与脐点). W 的两个特征值 κ1, κ2 称为主曲率，相应非
零特征向量的方向称为主方向。若 κ1 = κ2，称该点为脐点；其中二者皆零时称为平
点。切线处处为主方向的正则曲线称为曲率线。

已知两个主曲率和相应的主方向，就可以把任一单位切向量分解到这两个主方向上，
用上式算出该方向的法曲率。

定理 3.5.6 (Euler 公式与主曲率的极值意义). 若 e1, e2 为单位正交主方向，X =

cos θ e1 + sin θ e2，则
κn(X) = κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ.

因此主曲率是法曲率的最大值与最小值；在非脐点处两个主方向相互垂直。

证明. 将分解式代入 κn(X) = 〈WX,X〉，交叉项由正交性消失。右侧为两个特征值的
凸组合，且在对应方向取到端点值。不同特征值的特征向量正交，这是自伴性的直接推
论。
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在例 3.3.5的圆柱上，̃Pu, P̃v 已是单位正交主方向，对外法向的主曲率分别为 −1/a, 0。
与圆周方向夹角为 θ 的单位向量满足

κn = −cos2 θ
a

.

从圆周方向转到母线方向，法曲率由 −1/a 连续变到 0；球面则因两个主曲率相同，所
有方向的法曲率都等于 −1/a。Euler公式因此同时包含了方向有差别与没有差别的两种
情形。

实际计算时，无需求出单位主标架：先解
det(b− λg) = (EG− F 2)λ2 − (LG− 2MF +NE)λ+ LN −M2 = 0, (3.5.1)

再解 (b− λg)(a, b0)
T = 0。这里用 b0 表示第二个分量，以免与矩阵 b 混淆。消去 λ 可得

主方向方程
(EM − FL)du2 + (EN −GL)dudv + (FN −GM)dv2 = 0.

渐近方向则满足 Ldu2+2Mdudv+Ndv2 = 0：非零二次型有实方向当且仅当 LN−M2 ≤
0；若 b = 0，所有方向都是渐近方向。

例 3.5.7 (旋转椭球上的主曲率). 取 P (u, v) = (cosu cos v, cosu sin v, 3 sinu)，在 u =

0, v = π/4，
Pu = (0, 0, 3),

Pv = (−1/
√
2, 1/

√
2, 0),

n = (−1/
√
2,−1/

√
2, 0).

直接求二阶偏导得 g = diag(9, 1)，b = diag(1, 1)。第二基本形式的两个坐标系数虽
然相等，但 Pu 的长度是 Pv 的三倍；比较单位方向的弯曲时，必须把这个差别除去。
于是 g−1b = diag(1/9, 1)，主曲率为 1/9, 1，主方向分别为竖直方向和赤道切向。较
长的竖直截面在此处弯曲较缓。

图 3.5: 相切曲线的曲率中心；图中 α, β 分别对应 T,N，θ 为主法向量与曲面法向量的
夹角。
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3.6 曲面在一点处的标准展开
把原点放在曲面点 p，z 轴取为法向，x, y 轴取为两个单位主方向。局部图像 z =

f(x, y) 满足 f(0) = fx(0) = fy(0) = 0，且 Hesse 矩阵正好是第二基本形式的矩阵，因此

z =
1

2
(κ1x

2 + κ2y
2) + o(x2 + y2). (3.6.1)

为什么这里恰好出现主曲率？所选 x, y 方向单位正交，所以原点处第一基本形式的矩阵
为单位阵。又因 z 轴为法向，第二基本形式的矩阵就是(

fxx(0) fxy(0)

fxy(0) fyy(0)

)
.

把坐标轴取在主方向上，正是把这个对称矩阵对角化，故三个系数分别为 κ1, 0, κ2。这
样做没有改变曲面，只是选择了一组最能显示弯曲的坐标。

式 (3.6.1) 中的二次曲面叫作密切抛物面。它说明同一切平面上的不同方向可以有
不同的二阶偏离：沿 x 轴走同样的距离，偏离主要由 κ1 控制；沿 y 轴则由 κ2 控制。两
个主曲率同号时朝同一侧弯，异号时则朝相反两侧弯。

为了在一张平面图上看见这种方向差异，可以在密切抛物面上取一个固定的高度
z = h，再把截线投到切平面上，得到 κ1x

2 + κ2y
2 = 2h。除去高度带来的共同缩放，便

得到下面的指标线。它所记录的是二阶近似；原曲面的截线还可能受到高阶项影响。

定义 3.6.1 (Dupin 指标线). 切平面中满足 II(X,X) = 1 或 II(X,X) = −1 的向量端
点轨迹称为 Dupin 指标线。主方向坐标下方程为 κ1x

2 + κ2y
2 = ±1。

沿单位方向 e，若 κn(e) 6= 0，指标线上对应半径为 1/
√

|κn(e)|；若法曲率为零，该
方向没有有限交点。图 3.6 中的椭圆、双曲线与平行直线对应三种不同弯曲情形。
主曲率的和与积不依赖两个主方向的排列，适合概括一点处的曲率；其积还不依赖

法向的正负选择。

定义 3.6.2 (Gauss 曲率与平均曲率). 定义

K = κ1κ2 = detW =
LN −M2

EG− F 2
,

H =
κ1 + κ2

2
=

LG− 2MF +NE

2(EG− F 2)
.

若 K > 0、K < 0 或 K = 0，分别称该点为椭圆点、双曲点或抛物点；本笔记依主
教材将平点也包括在 K = 0 的情形内。改变法向时 H 变号而 K 不变。

在椭圆点，二次型定号，曲面在足够小邻域内位于切平面一侧；在双曲点，二次型
不定，曲面穿过切平面，并有两个渐近方向。在非平的抛物点，指标线为两条平行直线，
只有一个渐近方向。平点的二次项全消失，必须查看更高阶项，不能由 K = 0 断言曲面
局部就是平面。熟悉的三个曲面可以帮助区分这些量。平面有 K = H = 0；半径 a 的圆
柱取外法向时有 K = 0, H = −1/(2a)；球面则有 K = 1/a2, H = −1/a。圆柱的 K = 0

来自一个主曲率为零，并不要求两个主曲率都为零。下面再用局部图像观察曲率符号与
切平面的位置关系。
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例 3.6.3 (三种局部图像). 在原点取向上的法向：z = (x2 + y2)/2 的主曲率为 1, 1；
z = (x2 − y2)/2 为 1,−1；z = x2/2 为 1, 0。图像 z = x4 − y4 在原点是平点，却同时
出现在切平面两侧。这说明平点的一阶、二阶数据不足以判断其高阶形状。

图 3.6: Dupin 指标线与曲面的局部形状。

3.7 结构方程
曲线的 Frenet 公式把标架的导数重新写成标架向量的线性组合。现在对曲面也做

同样的事，只是有 u, v 两个求导方向。先使用自然标架 {Pu, Pv, n}，例如
Puu = Γ1

11Pu + Γ2
11Pv + Ln,

Puv = Γ1
12Pu + Γ2

12Pv +Mn,

Pvv = Γ1
22Pu + Γ2

22Pv +Nn.

法向系数已经知道，正是第二类基本量。新出现的 Γk
ij 暂时只是切向展开系数：下标 i, j

表示对哪两个参数求导，上标 k 表示取第几个基向量的分量。我们还要从已知数据中求
出它们，而不是另添一批独立的几何量。

为了同时处理这三条式子，并避免逐项重复，记 u1 = u, u2 = v，Pi = ∂iP，gij = Pi ·Pj，
bij = Pij · n，(gij) = (gij)

−1；重复的一上一下指标求和，范围均为 1, 2。
展开系数中的切向部分由度量的一阶导数决定，法向部分则正是第二基本形式。这

将两个基本形式组织成一个微分方程组。

定理 3.7.1 (Gauss 公式与 Weingarten 公式). 有
Pij = Γk

ijPk + bijn, ni = −bijg
jkPk, (3.7.1)

其中 Christoffel 符号为
Γk
ij =

1

2
gkℓ(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij).

证明. 在自然标架上展开 Pij，与 n 作内积得法向系数 bij。另一方面，
2Pij · Pℓ = ∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij,
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这里所用的三条乘积法则具体为
∂igjℓ = Pij · Pℓ + Pj · Piℓ,

∂jgiℓ = Pij · Pℓ + Pi · Pjℓ,

∂ℓgij = Piℓ · Pj + Pi · Pjℓ.

前两式相加再减去第三式，恰好只留下 2Pij · Pℓ。而 Pij · Pℓ = Γk
ijgkℓ，所以还需乘逆

矩阵 gkℓ 才能取出展开系数。自然基一般不正交，不能直接把内积当成系数。最后，由
ni · Pj = −bij 且 ni · n = 0，解出 ni 的切向展开。
现在可以尝试把上面的公式反过来使用：若先给定 gij, bij，能否像曲线论中那样解

出标架和位置？这里多了一个障碍：曲面有两个参数，沿不同方向求导必须彼此相容。
具体地，∂kPij = ∂jPik 的切向和法向系数必须分别相等，这就给出数据应满足的条件。

定理 3.7.2 (Gauss 方程与 Codazzi 方程). 自然标架满足
∂kΓ

ℓ
ij − ∂jΓ

ℓ
ik + Γm

ijΓ
ℓ
mk − Γm

ikΓ
ℓ
mj = bijbkag

aℓ − bikbjag
aℓ, (3.7.2)

∂kbij − ∂jbik + Γm
ij bmk − Γm

ikbmj = 0. (3.7.3)

特别地，K 可仅由第一基本形式及其至多二阶偏导表示。

证明. 将式 (3.7.1) 代入两侧混合偏导，Pℓ 的系数分别为 ∂kΓ
ℓ
ij +Γm

ijΓ
ℓ
mk − bijbkag

aℓ 及交
换 j, k 后的式子；n 的系数分别为 Γm

ij bmk + ∂kbij 及交换后的式子。相减得所列方程。
在第一式取 i = j = 1, k = 2，再乘 gℓ2 对 ℓ 求和，右侧成为 b11b22 − b212。除以 det g

即得 K，而左侧的 Γ 完全由 g 给出。
我们原本想问，给定第一、第二基本形式，需要满足哪些条件才可能有相应的曲面。

计算中却得到一个额外结果：K 最初由第二基本形式定义，现在竟能只由 g 及其导数算
出。因而改变曲面的空间形状时，只要内部度量保持不变，两个主曲率的乘积就不能随
意改变。
定理 3.7.3 (Gauss 绝妙定理). Gauss 曲率是第一基本形式的内蕴不变量：局部保长
对应保持 K。
证明. 在对应参数下，两曲面的 g 相同，故由其导数计算出的 Gauss 方程左侧相同，从
而 K 相同。

3.7.1 球面像与第三基本形式
法向量的变化还可以直接画到单位球面上：映射 n : S → S2 称为 Gauss 映射。其

微分为 −W，所以它的有向面积伸缩率为 det(−W ) = K。在 K(p) 6= 0 的点附近，逆函
数定理给出局部单射。若用与 n 相容的有向面积，面积比的极限为 K(p)；若只测量普
通面积，则得到 |K(p)|，定向变化的信息随取绝对值而消失。

既然 I 测量切向位移的长度，也可用同样的方法测量法向量的变化；这得到一个由
前两种形式决定的新二次型。

37



定义 3.7.4 (第三基本形式). 定义 III(X,Y ) = 〈dn(X), dn(Y )〉 = 〈WX,WY 〉，记为
III = dn · dn。
由 W 的特征多项式 W 2 − 2HW +K id = 0，与向量取内积得

III − 2HII +KI = 0. (3.7.4)

也可在主方向上分别验证：三个系数分别为 κ2
i , κi, 1，恰满足同一个二次方程。这说明

第三基本形式虽换了测量对象，却没有增加独立于前两种形式的新数据。至于满足兼容
条件的数据是否一定来自曲面，将在第 4.4 节完成证明。

3.8 特殊曲面
一般的曲率条件是偏微分方程，旋转对称却可把它降为常微分方程。先考虑绕 z 轴

旋转的图像
P (u, v) = (u cos v, u sin v, f(u)), u > 0,

选取 n = (−f ′ cos v,−f ′ sin v, 1)/
√

1 + f ′2。求一、二阶偏导得到
I = (1 + f ′2)du2 + u2dv2,

II = f ′′√
1 + f ′2

du2 +
uf ′√
1 + f ′2

dv2,

K =
f ′f ′′

u(1 + f ′2)2
, 2H =

uf ′′ + f ′(1 + f ′2)

u(1 + f ′2)3/2
.

这里 F = M = 0，所以经线与纬线就是主方向。
平均曲率为零的曲面在微小法向变形下具有面积驻定性；我们先从这个曲率条件定

义它，再解释面积意义。

定义 3.8.1 (极小曲面). 若曲面上处处 H = 0，称它为极小曲面。这个名称不表示任
意大小的区域都实现全局最小面积。

为什么平均曲率的和会与面积联系起来？可以把曲面的一小块沿法向稍稍推开，再
观察面积的一阶变化。取光滑函数 ϕ，使它在所讨论区域边界附近为零；ϕ 的正负和大
小分别控制推动的方向和距离。令 Pt = P + tϕn，这样边界不动，只有内部发生变化。

对参数求导时，∂i(ϕn) = ϕin + ϕni。计算 gij(t) = ∂iPt · ∂jPt 在 t = 0 的导数，含
ϕi, ϕj 的项因切法正交而消失，因而

ġij = ϕ(ni · Pj + Pi · nj) = −2ϕbij.

面积元是 √
det g dudv，对它求导得到

d
dt

∣∣∣∣
0

dAt =
1

2
tr(g−1ġ)dA = −2HϕdA.

所以所有这样的面积一阶变分均为零，当且仅当 H = 0；必要性由任意测试函数 ϕ 得
到。

在旋转曲面上，驻定条件降为上面已算出的一个一元方程，现在可以求出其全部图
像解。
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命题 3.8.2 (旋转极小曲面). 上述旋转图像为极小曲面，当且仅当它为平面的一部分，
或满足

f(u) = ±a arcosh(u/a) + c, u > a > 0.

后者属于由悬链线旋转所得的悬链面。

证明. 令 p = f ′，方程为 up′ + p(1 + p2) = 0。若某点 p = 0，唯一性给出 p ≡ 0。否则分
离变量得 p/

√
1 + p2 = C/u，令 a = |C|，得到 p = ±a/

√
u2 − a2，积分即得结果。

悬链面可用 (a cosh t cos v, a cosh t sin v, at + c) 覆盖颈部；u = a 处失效的是图像参
数，并非曲面。另一个典型极小曲面是例 3.3.6 的螺旋面：其 L = N = F = 0，代入平
均曲率公式即得 H = 0。
同一旋转模型也可研究常 Gauss 曲率；这次只需积分一次便能把问题化为求积。

命题 3.8.3 (常曲率旋转图像的方程). 上述旋转图像满足 K = K0，当且仅当存在常
数 C 使

1

1 + f ′2 = C −K0u
2, f ′ = ±

√
1− C +K0u2

C −K0u2
,

其中取值区间须满足 0 < C −K0u
2 ≤ 1，并在转折点按光滑性接合。

证明. 对 (1 + f ′2)−1 求导得 −2f ′f ′′/(1 + f ′2)2 = −2K0u，积分并解出 f ′2 即可；逆向求
导还原原方程。

当 K0 = 0时得到直线母线，因而为平面或圆锥面的一部分。圆柱面同样满足 K = 0，
但不属于半径 u 作自变量的图像类型。K0 > 0 时球面给出其中一类解，而完整的局部
解仍由常数 C 与取值区间共同描述。

当 K0 = −1/a2, C = 0 时，取 u = a cosφ，0 < φ < π/2，得到曳物线
z = a

(
log(secφ+ tanφ)− sinφ

)
（亦可取反号和平移）。它的旋转面称为伪球面，具有常曲率 −1/a2。这里保留开区间
0 < φ < π/2，因为在端点 φ = 0 处该参数化退化。

图 3.7: 悬链面与伪球面。

39



3.9 保长对应与保角对应
例 3.3.5 已经说明，平面与圆柱可以具有相同的内部测量，而第二基本形式仍然不

同。现在将这种对应正式定义出来。比较两个曲面时，需要先给定点与点的映射，再用
它的微分比较切向量。

定义 3.9.1 (保长对应与保角对应). 设 f : S → S̃ 为微分同胚。若对每点及任意切向
量有

Ĩ(df(X), df(Y )) = I(X,Y ),

称 f 为保长对应（等距映射）；若右侧为 λ(p)2I(X,Y )，其中 λ > 0，则称为保角对
应。定义只在邻域成立时称为局部保长或局部保角对应。

取 P̃ = f ◦ P，将对应点使用同一组参数表示，便有保长条件 g̃ = g、保角条件
g̃ = λ2g。这是计算中最方便的判别。
这个内积条件应与名称吻合：一个控制所有曲线的长度，另一个控制所有切方向的

夹角。利用极化公式可以证明二者确实等价。

命题 3.9.2 (长度与角度的几何判别). 微分同胚保长，当且仅当保持每条分段光滑曲
线的长度；保角，当且仅当保持任意两个非零切向量的夹角。保长对应还保持面积
与 Gauss 曲率。
证明. 内积不变立即保持速度模长，积分即保持曲线长度。反之，在一个曲线族的任意
小参数区间上比较长度，再除以区间长度取极限，得每个切向量长度不变；再用极化公
式可知，任意两个切向量的内积也保持不变。

若 g̃ = λ2g，夹角公式中的比例消去。反之，取单位正交基 e1, e2，其像互相垂直；
再利用 e1 + e2 与 e1 − e2 的像正交，得两像长度相等，记为 λ。展开任意向量得到所需
内积比例式。面积由 det g 决定，Gauss 曲率则由定理 3.7.3 得到。

例 3.9.3 (平面与圆柱的局部保长对应). 例 3.3.5 的两种参数化均有 I = du2 + dv2。
将相同参数的点对应起来，在长度小于 2πa 的 u 区间上就得到保长对应。若让 u 遍
历整个实轴，圆柱上的点会周期重复，所以这个公式只给出局部的展开，不能成为
整个平面与圆柱之间的微分同胚。
球面则连局部展开也做不到：它的 K = 1/a2 与平面的 K = 0 不同，而保长对应必
须保持 Gauss 曲率。这正是绝妙定理对前面问题给出的限制。

例 3.9.4 (螺旋面与旋转双曲面的保长对应). 圆柱的例子中，相同的参数已使度量一
致；下面这个例子还需要先找到合适的参数变换。考虑

P (u, v) = (u cos v, u sin v, u+ v), Q(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ,
√

ρ2 − 1).

前者度量为 2du2 + 2dudv + (1 + u2)dv2，后者为
2ρ2 − 1

ρ2 − 1
dρ2 + ρ2dθ2.
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在 u > 0上令 ρ =
√
1 + u2, θ = arctanu+ v，则 dρ = udu/ρ，dθ = du/(1+u2)+dv。

代入后，du2 系数为 (1 + 2u2)/(1 + u2) + 1/(1 + u2) = 2，其余系数亦相同，故给出
局部保长对应。须限制角度坐标的范围以保证单射；u = 0 不属于这一对应的微分同
胚范围。
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第四章 曲面论基本定理

4.1 外微分式
第 3.7 节已经说明，曲面的第一、第二基本形式必须满足 Gauss 与 Codazzi 方程。

现在反过来问：给定满足这些方程的两个二次型，是否一定能找到一个曲面，使它们恰
好是这个曲面的第一、第二基本形式？逐项处理自然标架方程会反复遇到混合偏导之差。
外微分形式把这些计算统一写成 d2 = 0，也便于随后进行积分构造。
先看最简单的情形：若希望 adu + bdv 是某个函数的微分，就应有 a = fu, b = fv，

因而必须满足 bu − av = 0。我们要建立的运算将直接记录这样的差。为此先在线性空间
上定义交替形式，再让它们随曲面上的点变化。

4.1.1 交替形式与外乘法
设 T 为 n 维实向量空间。对偶空间 T ∗ = Hom(T,R) 中的元素称为一次形式。若

e1, . . . , en 是基，则由 ei(ej) = δij 定义对偶基；每个 α ∈ T ∗ 都唯一写成 ∑
i α(ei)e

i。
一次形式一次接收一个向量，例如 du(aPu + bPv) = a。但若想记录由两条边张成的

有向面积，一个输入就不够了，需要同时接收两个向量。若它们的坐标分别为 (a, b), (c, d)，
行列式 ad− bc 给出有向面积：将任意一条边伸长，面积按相同比例变化；交换两条边，
则定向反转，面积变号；两条边平行时面积为零。
高次形式就是把这种规则抽象出来，用来处理有向面积、体积等量。因此下面定义

中的“多重线性”和“交换输入变号”分别对应这两种具体性质。

定义 4.1.1 (交替形式). k 次形式是交替的 k 重线性映射 α : T k → R，即
α(Xσ(1), . . . , Xσ(k)) = sgn(σ)α(X1, . . . , Xk).

其空间记为 ΛkT ∗，约定 Λ0T ∗ = R。

若输入线性相关，展开后每项都有重复输入，交换这两个输入使其等于自身的负数，
故值为零。特别地，k > n 时所有 k 次形式都为零。
要将一次形式合成面积或体积形式，应把张量乘积的所有排列取带符号的平均。以

下采用主教材的归一化，避免在系数中混入不同约定。

定义 4.1.2 (外乘法). 若 α ∈ ΛkT ∗, β ∈ ΛℓT ∗，定义
(α ∧ β)(X1, . . . , Xk+ℓ)

=
1

(k + ℓ)!

∑
σ∈Sk+ℓ

sgn(σ)α(Xσ(1), . . . , Xσ(k))β(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+ℓ)).

因此 (α∧β)(X,Y ) =
1

2
(α(X)β(Y )−α(Y )β(X))。若另一本书采用无此 1/2的约定，

需将其 k 次形式与本书的 k! 倍对应；形式的系数运算相同，但直接代入向量时不能混
用。
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例如，在坐标切向量 X = aPu + bPv, Y = cPu + dPv 上，

(du ∧ dv)(X,Y ) =
1

2
(ad− bc).

因而这里的归一化使 2du ∧ dv 直接给出坐标有向面积。另一方面，du ∧ du = 0：同一
方向不能提供两条独立的边。这与第一基本形式中的 du2 很不一样，后者在 (X,X) 上
给出 a2，一般并不为零。
这个乘法应允许不加括号地连续使用，并使换位产生可控制的符号。下面的性质保

证之后的形式计算有统一规则。

定理 4.1.3 (外代数的基本性质). 外乘法双线性、结合，且 α ∧ β = (−1)kℓβ ∧ α。此
外

{ei1 ∧ · · · ∧ eik : i1 < · · · < ik}

是 ΛkT ∗ 的一组基，故其维数为 (
n
k

)。
证明. 双线性直接来自定义。交换长度为 k, ℓ 的两组输入需作 kℓ 次换位，得交换律的
符号。计算三者乘积时，先对其中任一组进行交替化，再对全部 k + ℓ+m 个输入交替
化，均得到同一个全排列平均；内层排列的阶乘恰被重复计数抵消，故结合律成立。

交替多重线性形式由它在严格递增的基向量组上的值决定；而 ei1 ∧ · · · ∧ eik 在对
应基向量组上为 1/k!，在其他递增组上为零。因此它们线性无关，且任一 α 可展开为
k!
∑

i1<···<ik
α(ei1 , . . . , eik)e

i1 ∧ · · · ∧ eik。
对一次形式 ηa =

∑
j Aaje

j，展开并按指标排序，得到
η1 ∧ · · · ∧ ηk =

∑
i1<···<ik

det(Aaib) e
i1 ∧ · · · ∧ eik .

这解释了外积与 Jacobi行列式的关系。若基按行变换 ẽ = Ae，对偶基按行变换 ẽ∗ = Be∗，
则 BAT = I；当 A 正交时 B = A。
换参数时，我们已多次把目标坐标的微分写成原坐标的微分。所谓拉回，就是把这

件事推广到一般形式。假设 L : V → T 已知，而 α 只能接收 T 中的向量；要让它作用
在 V 中的向量上，就先把向量经 L 送到 T，再交给 α。因此向量向前送，而得到的形
式定义在原来的空间 V 上。

定义 4.1.4 (拉回). 线性映射 L : V → T 的拉回 L∗ : ΛkT ∗ → ΛkV ∗ 定义为
(L∗α)(X1, . . . , Xk) = α(LX1, . . . , LXk).

光滑映射的形式拉回逐点以其微分定义。

例如平面映射 f(u, v) = (x, y) = (u2, v) 满足
f ∗(dx) = 2udu, f ∗(xdy) = u2dv.

系数先与 f 复合，坐标微分再用链式法则替换，这就是拉回的实际计算。它不要求 f 可
逆：即使在 u = 0，拉回仍有定义。
直接代入可得 (L ◦M)∗ = M∗L∗、L∗(α ∧ β) = L∗α ∧L∗β；若 L 可逆，则 (L∗)−1 =

(L−1)∗。
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4.1.2 曲面上的形式与外微分
以下为避免有限可微次数的反复损失，形式代数中默认光滑；具体定理只需相应阶

数的导数存在。曲面的光滑函数组成代数 C∞(S)。切向量 Xp 可作用于函数：Xp(f) 是
沿该方向的方向导数。切向量场因此满足 Leibniz 法则。

反过来，如果一个算子 D 满足下面的线性性和 Leibniz 法则，是否一定存在一个切
向量场 X，使 D(f) 就是 f 沿 X 的方向导数？下面证明答案是肯定的；这也为后面定
义流形的切向量作准备。

命题 4.1.5 (导子与切向量场). C∞(S)上每个实线性导子 D，即 D(fg) = fDg+gDf，
局部唯一表示为

D = (Du)
∂

∂u
+ (Dv)

∂

∂v
.

所以导子与光滑切向量场自然对应。

证明. D1 = 0，故常数的导数为零。在点 p 附近由积分型 Taylor 公式写 f − f(p) =

(u − u(p))h1 + (v − v(p))h2，其中 hi(p) = ∂if(p)。Leibniz 法则在 p 给出所需公式。导
子的值仅依赖函数在该点附近的值：用在更小邻域恒为 1的光滑截断函数相乘即可证明
这一局部性。因此局部计算适用于全局导子。唯一性由作用于 u, v 得到。
曲面上的 k 次微分形式，就是在每一点 p给出一个 TpS 上的 k 次交替形式，并要求

其系数随 p 光滑变化。换言之，它在同一点接收 k 个切向量并返回一个数。局部一次形
式写成 adu+bdv，二次形式写成 cdu∧dv，其中 a, b, c都是光滑函数。让输入取为向量场
后，输出成为光滑函数；这种作用对每个输入还满足 C∞(S)线性，例如 α(fX) = fα(X)。

普通微分把函数变成一次形式。我们希望把它扩展到各次形式，并使混合偏导相等
统一表现为同一个恒等式。

定义 4.1.6 (外微分). 定义
d
(
f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

)
= df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

并线性延拓。曲面上特别有
df = fudu+ fvdv, d(adu+ bdv) = (bu − av)du ∧ dv.

把一次形式的计算展开，可以看清差 bu − av 是怎样出现的：
d(adu+ bdv) = (audu+ avdv) ∧ du+ (budu+ bvdv) ∧ dv

= (bu − av)du ∧ dv.

同方向的外积为零，交换 dv, du 的次序又产生一个负号，所以正好留下两条混合变化率
之差。如果原式为 df，这就是 fvu − fuv = 0。因此，d2f = 0 正是将熟悉的混合偏导相
等重新写成了形式运算。

这个定义还需要验证不会随坐标改变，并将平方零性质推广到各次形式。
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定理 4.1.7 (外微分的基本规则). 外微分与坐标无关，满足 d2 = 0 及
d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ, α 为k 次形式.

光滑映射 f 满足 d(f ∗α) = f ∗(dα)。上述性质连同函数的普通微分唯一确定 d。

证明. 坐标表达中，二阶导数对指标对称，外积反对称，因此 d2f = 0；对一般系数形式
亦然。乘积法则由对系数求导、再把 d 移过 k 个一次因子得到。对拉回后的坐标表达使
用链式法则，并用 d2f i = 0（其中 f i 为目标坐标函数的拉回），即可验证拉回等式。取 f

为坐标过渡映射，便证明坐标无关。最后，任一满足这些规则的算子作用于 fdxi1 ∧ · · ·
都必须给出定义中的结果，所以唯一。

例 4.1.8 (闭形式与全微分). 若 α = adu + bdv，则 dα = 0 等价于 av = bu。在矩形
上可令

F (u, v) =

∫ u

u0

a(t, v0)dt+
∫ v

v0

b(u, t)dt,

求导即得 dF = α。但在穿孔平面上，(−vdu + udv)/(u2 + v2) 虽闭，绕单位圆积分
为 2π，故不是全局全微分；局部可积不能自动推出全局单值。

4.2 幺正活动标架
曲线的 Frenet标架始终单位正交，这使它的微分方程具有反对称的系数矩阵。曲面

的自然标架 Pu, Pv, n 一般没有这一便利；我们可以将两个切向量正交化，换得同样简单
的内积关系。相应地，切向标架通常不再沿参数线，位置的微分也需要重新记录分量。

定义 4.2.1 (幺正活动标架及基本形式系数). 局部右手单位正交标架 {P ; e1, e2, e3}
中，e1, e2 切向、e3 = n，称为适配曲面的幺正活动标架。定义一次形式 ωi, ωij 为

dP =
∑
i

ωiei, dei =
∑
j

ωijej.

这里的系数为什么是一次形式，而不是普通函数？在曲线上只需沿一个参数求导；
在曲面上却必须先告诉我们沿哪个切方向移动。取 X = c′(0)，上面的式子沿 c 就变成

c′(0) =
∑
i

ωi(X)ei,

d
dt

∣∣∣∣
t=0

ei(c(t)) =
∑
j

ωij(X)ej.

所以 ωi(X) 是移动速度在 ei 方向的分量，ωij(X) 是第 i 个标架向量变化时沿 ej 的分
量。换一个输入方向，这些数一般会改变；对方向的依赖是线性的，故用一次形式记录。
由于标架是单位正交基，展开唯一，且 ωi = dP · ei，ωij = dei · ej。正交关系求微分得
ωij = −ωji，又 ω3 = 0。ω1, ω2 是 e1, e2 的对偶余标架，因为 ωi(ej) = δij。
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先看一个没有曲面弯曲、却有标架转动的例子。在平面极坐标 P (r, θ) =

(r cos θ, r sin θ, 0) 中，取径向和圆周方向的单位向量
e1 = (cos θ, sin θ, 0),

e2 = (− sin θ, cos θ, 0), e3 = (0, 0, 1).

直接求微分得
dP = e1dr + e2rdθ, de1 = e2dθ, de2 = −e1dθ.

因此 ω1 = dr, ω2 = rdθ, ω12 = dθ，而 ω13 = ω23 = 0。平面是平的，但我们选用的径向标
架会转动，所以 ω12 并不为零。这一区别在后面讨论联络时仍然重要。
为压缩式子，把 ei 按行排列成矩阵 Y，令 ω = (ω1, ω2, 0)、Ω = (ωij)，则基本方程为

dP = ωY, dY = ΩY. (4.2.1)

矩阵值形式的乘法采用“矩阵乘法加外积”：(A ∧B)ij =
∑

k Aik ∧Bkj，dA 逐项求外微
分。结合律与带符号的 Leibniz 法则逐项成立，矩阵乘法的次序不能交换。

现在对基本方程再求一次外微分，位置与标架的存在将迫使系数满足相应约束。这
就是自然标架兼容条件的紧凑写法。

引理 4.2.2 (标架的结构方程). 有
dω = ω ∧ Ω, dΩ = Ω ∧ Ω. (4.2.2)

分量形式为
dω1 = ω12 ∧ ω2, dω2 = −ω12 ∧ ω1,

0 = ω1 ∧ ω13 + ω2 ∧ ω23, dω12 = −ω13 ∧ ω23,

dω13 = ω12 ∧ ω23, dω23 = −ω12 ∧ ω13.

证明. 对 dP = ωY 求微分，得 0 = (dω − ω ∧ Ω)Y；对 dY = ΩY 求微分，得 0 =

(dΩ−Ω∧Ω)Y。Y 可逆，所以得到矩阵式。展开各矩阵元并用反对称性即得分量式。
在二维中，任一一次形式唯一写成 fω1 + gω2，任一二次形式唯一写成 hω1 ∧ω2。因

此结构方程也能反过来决定某些未知系数。
引理 4.2.3 (Cartan 引理的二维形式). 若 η1 ∧ω1 + η2 ∧ω2 = 0，则存在函数 a, b, c 使

η1 = aω1 + bω2, η2 = bω1 + cω2.

证明. 写 η1 = aω1 + bω2, η2 = dω1 + cω2，代入得 (d− b)ω1 ∧ ω2 = 0；余标架独立，所以
d = b。

应用于结构方程的第三式，得到 ω13 = aω1 + bω2、ω23 = bω1 + cω2。此外，前两式
唯一决定 ω12：若 dω1 = Aω1 ∧ ω2、dω2 = Bω1 ∧ ω2，则 ω12 = Aω1 +Bω2。这一唯一性
将使我们仅由度量求出 Gauss 曲率。
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4.3 基本形式与 Gauss 曲率
外积记录定向面积，基本形式却是对称二次型，二者不能混同。对一次形式定义对

称积
(αβ)(X,Y ) =

1

2

(
α(X)β(Y ) + α(Y )β(X)

)
.

它双线性且交换。任意对称双线性形式 B 都可在一组对偶基 ωi 下写成
∑

B(ei, ej)ωiωj，
这是直接展开 X,Y 所得。
在单位正交标架下度量矩阵是单位阵，因此前一章的各曲率量应当大幅简化。将

dP, dn 的标架表达式代入即可得到它们。

引理 4.3.1 (基本形式的正交标架表达). 若 ω13 = aω1 + bω2、ω23 = bω1 + cω2，则
I = ω2

1 + ω2
2,

II = aω2
1 + 2bω1ω2 + cω2

2,

K = ac− b2,

H = (a+ c)/2.

并且 dω12 = −Kω1 ∧ ω2。

证明. dP = ω1e1 + ω2e2，dn = −ω13e1 − ω23e2。分别取 dP · dP 和 −dP · dn 即得前
两式。形算子在此标架下矩阵为 ( a b

b c )，取行列式和半迹得到 K,H。结构方程再给出
dω12 = −ω13 ∧ ω23 = −(ac− b2)ω1 ∧ ω2。

这里 ω12 记录切向标架在切平面内的转动，而 dω12 = −Kω1 ∧ ω2 把这种转动与曲
率联系起来。关键在于上一节已证明 ω12 由余标架唯一确定，所以我们可以完全从度量
开始计算：先对正定二次型 I 配方，例如

ω1 =
√
E du+

F√
E

dv, ω2 =
√

G− F 2/E dv.

这里的配方恰好满足 ω2
1 + ω2

2 = I，所以与它对偶的切向标架自动正交。再写未知形式
ω12 = fω1 + hω2，代入

dω1 = ω12 ∧ ω2, dω2 = −ω12 ∧ ω1.

第一式右端只留下 fω1 ∧ ω2，第二式只留下 hω1 ∧ ω2；因而两个已知外微分的系数直接
给出 f, h。最后求出 dω12，把它与 −Kω1 ∧ ω2 比较，就读出 K。整个过程不使用第二
基本形式。

正交坐标下配方无需混合项，以上算法可以压缩为常用的曲率公式。

命题 4.3.2 (正交坐标下的 Gauss 曲率). 若 I = Edu2 +Gdv2，则

ω12 = − Ev

2
√
EG

du+
Gu

2
√
EG

dv,

K = − 1

2
√
EG

[
∂u

(
Gu√
EG

)
+ ∂v

(
Ev√
EG

)]
.

特别地，I = λ2(du2 + dv2) 时，K = −λ−2∆ logλ。

证明. 取 ω1 =
√
Edu, ω2 =

√
Gdv。求外微分并与 ω12 ∧ ω2,−ω12 ∧ ω1 比较，得第一式；

再求外微分并与 −K
√
EGdu ∧ dv 比较得第二式。令 E = G = λ2 即得末式。
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如果还给定第二基本形式，同一组余标架也可用于检查它与度量是否相容。令 A =√
E,B =

√
G，则

ω13 =
L

A
du+

M

A
dv, ω23 =

M

B
du+

N

B
dv,

从两条 Codazzi 方程得到 (
M

A

)
u

−
(
L

A

)
v

= −NAv

B2
− MBu

AB
,(

N

B

)
u

−
(
M

B

)
v

=
MAv

AB
+

LBu

A2
.

Gauss 方程则是上述 K 公式等于 (LN −M2)/(EG)。这些式子是同一组结构方程的不
同坐标表达，不是额外假设。

例 4.3.3 (球面的三种计算). 半径 a的球面取外法向 n = P/a。第一种方法：II = −I/a，
故主曲率均为 −1/a，K = 1/a2。第二种方法：ω13 = −ω1/a, ω23 = −ω2/a，由
dω12 = −ω1 ∧ ω2/a

2 读出 K。
第三种方法只使用度量。以纬度 u 和经度 v 表示，I = a2du2 + a2 cos2 udv2，取
ω1 = adu, ω2 = a cosudv，则 ω12 = − sinudv，再次得到 K = 1/a2。

球面的前两种算法使用了法向量，第三种只使用度量，却得到相同的 K。同样，从
圆柱的 I = du2 + dv2 出发，取 ω1 = du, ω2 = dv，立刻有 ω12 = 0，进而 K = 0；这次
完全无需求出圆柱的第二基本形式。

既然计算可以从度量开始，我们还可以先写下一族正定二次型，再判断它们的曲率。

例 4.3.4 (一族常曲率度量). 令 q = 1+
k

4
(u2+ v2)，在 q > 0的区域取 I = q−2(du2+

dv2)。因为
∆ log q = k

q
− k2(u2 + v2)

4q2
=

k

q2
,

有 K = q2∆ log q = k。这也说明在抽象度量层面，常正、零、负曲率可用相同形式
的表达式统一处理。

4.4 曲面论基本定理
在曲线论基本定理中，给定曲率和挠率后，我们先解 Frenet 方程求出 T,N,B，再

对 T 积分求出曲线的参数方程。现在我们想问：给定第一、第二基本形式，能否求出
具有这两个基本形式的曲面？我们也尝试先求出标架 e1, e2, e3，再求出曲面的参数方程
P (u, v)。不过，这次标架要同时满足关于 u, v 的两个微分方程。第 3.7节已经证明 Gauss
与 Codazzi 方程是必要条件，现在来确认它们是否足够。

先看为什么要增加兼容条件。若要求 Yu = AY, Yv = BY 同时成立，则同一个混合
偏导必须有两种相同的计算结果：

(Yu)v = (Av + AB)Y,

(Yv)u = (Bu +BA)Y.
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当 Y 可逆时，两式相等迫使 Bu − Av = AB − BA。单独解每条方向上的常微分方程，
并不能自动保证这一条件。

现在假设它成立，尝试具体构造解。我们先沿一条水平线解第一个方程，再从线上
各点沿竖直线解第二个方程。这样构造很具体，困难也很明确：离开初始水平线后，第
一个方程是否还成立？下面的引理说明，兼容条件恰好保证它一直成立。

引理 4.4.1 (矩阵方程的局部可积性). 设矩形邻域上 A(u, v), B(u, v) 为 C1 矩阵，满
足

Bu − Av = AB − BA.

则给定 Y (u0, v0) = Y0，方程 Yu = AY, Yv = BY 在该邻域有唯一解。若 Y0 可逆，则
Y 可逆。
证明. 先沿 v = v0 解 Yu = AY，再对每个 u 沿竖直线解 Yv = BY。所得 Y 已满足第
二个方程。为检查第一个方程，把两边的差记为 F = Yu − AY；我们的目标就是证明
F = 0。对 v 求导并代入 Yv = BY，使用兼容条件得到

Fv = BF + (Bu − Av +BA− AB)Y = BF.

兼容条件消去了额外项，使 F 自己满足一个齐次线性方程。初始线上 F = 0，由常微分
方程唯一性知 F ≡ 0，所以第一个方程也成立。任一解都必须沿这两段路径等于上述构
造，故唯一。各段线性常微分方程的基本解矩阵可逆，因而可逆性保持。

把标架的三个向量 e1, e2, e3 按行排成矩阵 Y，便可用这个引理求出它们。接下来要
求曲面的参数方程 P 满足 dP = ω1e1 + ω2e2。结构方程保证右端是闭的一次形式，所以
可以在一个小邻域内逐个坐标积分，求出 P (u, v)。

定理 4.4.2 (由基本方程求出曲面的参数方程). 设平面区域上给定 C2 一次形式
ω1, ω2，满足 ω1∧ω2 6= 0，以及 C1 反对称矩阵值一次形式 Ω = (ωij)。若 ω = (ω1, ω2, 0)

与 Ω 满足式 (4.2.2)，则在每点附近，给定初始位置及右手单位正交标架后，存在唯
一的曲面及适配幺正标架满足式 (4.2.1)。

证明. 写 Ω = Adu+Bdv，其结构方程等价于上一引理的兼容条件，故可解出 Y。沿任
一坐标线，A,B 反对称使 Y TY 的导数为零，故 Y 保持正交；行列式连续，初值为 1，
所以始终为 1。

令 η = ωY。由乘积规则，dη = (dω−ω ∧Ω)Y = 0。在小矩形中逐分量使用例 4.1.8
的积分公式，得到唯一满足初值的 P，使 dP = η。ω1, ω2 独立且 e1, e2 独立，故 P 秩
为 2。缩小邻域后它是到像集的同胚，于是确为曲面片；e3 为相应单位法向。唯一性来
自 Y 的唯一性与位置积分的唯一性。

上一定理要求给定一次形式 ω1, ω2 和 ωij，而我们现在只知道第一、第二基本形式，
因此要先从这两个基本形式求出所需的一次形式。具体来说，对第一基本形式配方，求出
ω1, ω2，再由前两条结构方程求出 ω12；将第二基本形式用 ω1, ω2 表示，就能求出 ω13, ω23。
只要它们满足其余结构方程，便能应用上一定理求出曲面的参数方程。
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定理 4.4.3 (曲面论基本定理). 设区域上给定光滑对称二次型
I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 > 0, II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2.

若它们满足 Gauss 方程与 Codazzi 方程，则每点附近存在以它们为第一、第二基本
形式的定向曲面片。它在保持所选定向的刚性运动意义下局部唯一。

证明. 由 I 取正向正交余标架 ω1, ω2，由无挠的前两条结构方程唯一求得 ω12。把 II 写
成 aω2

1 + 2bω1ω2 + cω2
2，令 ω13 = aω1 + bω2, ω23 = bω1 + cω2。对称性保证第三条结构方

程，其余三条正是给定的 Gauss、Codazzi 条件。因此应用定理 4.4.2 得到曲面，且由引
理 4.3.1 知其基本形式符合要求。
若两个曲面给出同样数据，先用唯一的固有运动对齐一点处的位置和右手标架，再

由基本方程的唯一性知它们在邻域内重合。
以上只证明了：在参数域中每一点附近，都能找到一个具有给定基本形式的曲面片。

若想沿路径把构造延拓到更大的区域，还要分别检查绕行后能否回到同一组位置与标架，
以及不同参数点会不会重合。单连通域上的兼容条件可以解决前一种路径依赖，却不保
证参数化全局单射；例 4.4.4 中的周期现象就会显示后一种区别。前面我们已经从圆柱
的参数方程算出了两个基本形式。下面只给出这两个基本形式，试着一步步求出相应曲
面的参数方程，看是否得到原来的圆柱。我们会看到：只给第一基本形式仍无法区分平
面与圆柱，第二基本形式补上的正是法向量如何变化的信息。

例 4.4.4 (由基本形式求出圆柱的参数方程). 给定 I = du2 + dv2, II = −du2，取
ω1 = du, ω2 = dv，得到 ω12 = 0, ω13 = −du, ω23 = 0。一组标架解为

Y =

cosu 0 − sinu

0 1 0

sinu 0 cosu

 .

于是 dP = (cosudu, dv,− sinudu)，积分得 P = (sinu, v, cosu)。直接计算 Pu×Pv =

(sinu, 0, cosu) = n，验证第二基本形式确为 −du2。

例 4.4.5 (由基本形式求出旋转抛物面的参数方程). 给定 u > 0 上

I = (1 + u2)du2 + u2dv2, II = du2 + u2dv2√
1 + u2

.

可取 ω1 =
√
1 + u2du, ω2 = udv，因而

ω12 =
dv√
1 + u2

,

ω13 =
du

1 + u2
,

ω23 =
udv√
1 + u2

.
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令 φ = arctanu，使 dφ = du/(1 + u2)，便能把沿 u 的系数解释为转角的微分。相应
的标架可分解为

Y =

 cosφ 0 sinφ

0 1 0

− sinφ 0 cosφ


 cos v sin v 0

− sin v cos v 0

0 0 1

 .

第一因子处理 u 方向的转动，第二因子处理绕轴转动。代入得到 dP = (cos vdu −
u sin vdv, sin vdu+ u cos vdv, udu)，故 P = (u cos v, u sin v, u2/2)，即旋转抛物面。两
个转动一般不交换，因此这里的乘积次序也是解的一部分；将矩阵代回基本方程就
能检验它。
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第五章 曲面上的曲线

5.1 测地曲率与测地挠率
第 3.5 节用曲率向量的法向投影提取了由曲面决定的弯曲。剩下的切向投影记录什

么？在平面上，法向投影恒为零，但圆仍在不断转弯；这一部分应当反映曲线在曲面内
部的弯曲。

为了同时记录两部分，我们保留曲线的单位切向量 T，将曲面法向量 n 也放进标
架。第三个方向于是取为 Q = n× T。

定义 5.1.1 (Darboux标架及三种曲率). 对定向曲面上的单位速度曲线 c(s)，令 T = c′，
Q = n× T。右手标架 {T,Q, n} 称为 Darboux 标架。定义

κg = T ′ ·Q,

κn = T ′ · n,
τg = Q′ · n = −n′ ·Q,

分别称为测地曲率、法曲率和测地挠率。

单位正交关系使导数矩阵反对称，故有

d
ds

T

Q

n

 =

 0 κg κn

−κg 0 τg
−κn −τg 0


T

Q

n

 . (5.1.1)

将矩阵的三行写出，可以分别看清三个系数控制的变化：
T ′ = κgQ+ κnn,

Q′ = −κgT + τgn,

n′ = −κnT − τgQ.

第一行把曲线自身的弯曲分成切向与法向两部分；第三行则描述沿曲线移动时曲面法向
怎样改变。其中 τg 控制的是法向变化中垂直于运动方向的切向分量。它和空间曲线的
挠率观察的对象不同，不能仅凭名称相似就认定相等。

由此 κ2 = κ2
g + κ2

n：曲率向量的两个正交分量分别是 κgQ 与 κnn。其中 κg 是切向
分量在 Q 方向上的带符号系数，记录曲线在曲面内向哪一侧转弯。

将 Darboux 标架与已有的 Frenet 标架比较，可看出测地挠率与空间挠率相差哪一
项。

引理 5.1.2 (两种标架的关系). 若 κ > 0，选连续角 α 使
N = sinαQ+ cosαn, B = − cosαQ+ sinαn,

则 κg = κ sinα、κn = κ cosα，且 τg = τ + α′。
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证明. 将 T ′ = κN 分解到 Q,n 上得前两式。对 N 求导，使用式 (5.1.1) 并与 B 作内积，
得到 N ′ · B = τg − α′；左侧为 τ。

改变曲线方向时，κg 变号，κn, τg 不变；改变曲面法向时，κg, κn 变号，τg 不变。这
些结论由 T,Q, n 的变化及链式法则逐项得到。

法曲率已是方向函数，测地挠率也可脱离具体曲线。用第二基本形式表示它，便能
同时比较两者。
定理 5.1.3 (法曲率与测地挠率的方向公式). 对非零切向量 X，有

κn(X) =
II(X,X)

I(X,X)
, τg(X) =

II(n×X,X)

I(X,X)
.

若 T = cos θ e1 + sin θ e2 是单位向量，ei 为右手单位主标架，则

κn(T ) = κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ, τg(T ) =
κ2 − κ1

2
sin 2θ.

因此相切曲线的这两个量相同，而测地曲率未必相同。

证明. −n′ = WT，所以 τg = 〈WT,Q〉 = II(T,Q)，齐次化即得方向公式。再用 n× T =

− sin θe1 + cos θe2 代入即可。κg 还依赖曲线的二阶切向变化，不能仅由切方向决定。
由公式还可读出 |τg| ≤ |κ2 − κ1|/2。若 X = xPu + yPv，令 D = EG − F 2，取

n = (Pu × Pv)/
√
D，则

n×X =
−(Fx+Gy)Pu + (Ex+ Fy)Pv√

D
,

从而
τg(X) =

(EM − FL)x2 + (EN −GL)xy + (FN −GM)y2√
D (Ex2 + 2Fxy +Gy2)

.

这给出自然坐标中可直接使用的表达式。
要计算测地曲率，还需分清两种转动。把曲线切向写成 T = cos θ e1 + sin θ e2 后，θ

记录的是它相对于所选曲面标架的角度。如果标架自身也在转动，只计算 θ′ 就会漏掉这
一部分。平面极坐标中的径向标架便是如此：即使某个向量在空间中保持不变，它相对
于径向标架的角度仍会改变。下面的公式将相对角度的变化与标架的转动相加，得到曲
线实际的测地曲率。

定理 5.1.4 (转角公式与 Liouville 公式). 设 T = cos θ e1 + sin θ e2，其中 e1, e2 是局
部正向单位正交标架，其联络形式为 ω12，则

κg = θ′ + ω12(T ).
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在正交参数 I = Edu2 +Gdv2 中，取 e1 = Pu/
√
E, e2 = Pv/

√
G，有

κg = θ′ − cos θ
2
√
G
∂v logE +

sin θ

2
√
E
∂u logG,

u′ =
cos θ√

E
,

v′ =
sin θ√
G
.

证明. 对 T 求导并与 Q = − sin θe1 + cos θe2 作内积，角度导数贡献 θ′，标架导数贡献
ω12(T )。再代入命题 4.3.2 中的 ω12，以及从 T = u′Pu + v′Pv 比较得到的 u′, v′，即得
Liouville 公式。
若沿曲线直接选 e1 = T, e2 = Q，则 θ = 0，三种曲率分别为 ω12(T ), ω13(T ), ω23(T )。

若换成任意曲面标架，曲线切向相对标架也可能转动，这部分仍由 θ′ 补上。

图 5.1: Darboux 标架与 Frenet 标架的关系；图中 e1 = T、e2 = Q、e3 = n。

5.2 曲面上的特殊曲线
Darboux 公式的三个系数分别控制不同的转动。令其中某一个消失，就得到三类几

何意义不同的曲线。

定义 5.2.1 (渐近线、曲率线与测地线). 曲面上的正则曲线称为渐近线，是指 κn = 0；
称为曲率线，是指切线处处为主方向；称为测地线，是指 κg = 0。这些条件按弧长
参数理解，与保持或改变方向的正则重参数化无关。

这三个名称要结合前面的分解来理解。测地线要求 T ′ 没有切平面内的分量，所以
曲线虽可能在空间中弯曲，却没有在曲面内向左右转弯。渐近线则要求 T ′ 没有曲面法
向分量，即在当前切方向上没有二阶法向弯曲。曲率线的条件稍有不同：切方向是形算
子的特征方向，意味着沿它移动时法向变化 −n′ = WT 恰好与 T 平行，没有 Q 分量，
也就是 τg = 0。
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因此，每一类条件都可以用不同标架向量的导数来辨认。下面集中列出等价表达，
使用时只需选择最方便计算的一项。

命题 5.2.2 (三类曲线的等价刻画). 记 Q = n× T，则下列每行内的条件等价（零向
量也算平行）：

1. 测地线：κg = 0；T ′ ·Q = 0；Q′ · T = 0；T ′ = κnn；T ′ ‖ n；Q′ = τgn；Q′ ‖ n。

2. 渐近线：κn = 0；T ′ · n = 0；n′ · T = 0；T ′ = κgQ；T ′ ‖ Q；n′ = −τgQ；n′ ‖ Q。

3. 曲率线：τg = 0；Q′ ·n = 0；n′ ·Q = 0；Q′ = −κgT；Q′ ‖ T；n′ = −κnT；n′ ‖ T。

证明. 前两行由式 (5.1.1) 直接比较单位正交标架的系数。第三行还需确认主方向条件：
WT = −n′ = κnT + τgQ，所以 T 是特征向量当且仅当 τg = 0，其余条件仍由 Darboux
公式得到。

第三行可进一步写成一条向量微分方程，用于直接识别曲率线。

定理 5.2.3 (Rodrigues 定理). 曲线 c(s) 为曲率线，当且仅当存在函数 λ(s) 使 n′ =

−λc′。其中 λ 就是该切方向的主曲率。

证明. −n′ = Wc′，因此等式正是 c′ 为 W 的特征向量的条件。
圆柱又提供了一个直接的对照：圆周与母线都是曲率线，因为它们沿两个主方向；

其中母线的法曲率为零，还是渐近线。球面的形算子则是 − id /a，所以每个方向都是主
方向，每条正则曲线都是曲率线，但只有某些曲线是测地线。这说明三种条件分别控制
不同的几何性质。

在非脐点区域，若参数线是两族曲率线，则主方向正交，故 F = 0；又 II(Pu, Pv) =

〈WPu, Pv〉 = 0，所以 M = 0。反过来，F = M = 0 时 g−1b 对角，参数线都是曲率线。
渐近线的坐标方程为 Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = 0，曲率线的坐标方程见式 (3.5.1) 后的
推导。

在渐近方向上，两个主曲率的影响恰好抵消，但测地挠率保留了它们的乘积信息。
这给出空间挠率与 Gauss 曲率之间的联系。

定理 5.2.4 (Enneper定理). 在双曲点处，两条不同渐近方向的测地挠率分别为√
−K

和 −
√
−K。若相应渐近线在该点附近曲率非零，则其空间挠率也分别取这些值。

证明. 令 κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ = 0，由 Euler 公式计算得
τ 2g = (κ2 − κ1)

2 sin2 θ cos2 θ = −κ1κ2 = −K.

两个不同的无向渐近方向使 sin 2θ 符号相反。若渐近线 κ > 0，则 cosα = 0，连续性使
α 局部恒定，所以 τg = τ。同理，对曲率非零的测地线，sinα = 0，也有 τg = τ，并且
κ = |κn|。
这里 K < 0 保证存在两个不同的渐近方向，而它们分别对应 sin 2θ 的两种符号。两

条经过同一点的渐近线若相切，就仍属于同一个方向，不能据此得到一正一负两个挠率
值。
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例 5.2.5 (曲面上受约束的运动与绷紧的绳). 理想无摩擦约束下的自由质点只受法向
力，加速度切向分量为零，速度大小恒定，因而轨迹在非零速度处为测地线。理想柔
绳贴在光滑曲面上，若只有法向约束力且张力非零，平衡方程的切向分量也要求曲
率向量无 Q 分量，故绳的局部平衡位置是测地线。这里必须排除摩擦或额外切向外
力。

5.3 Gauss–Bonnet 公式
平面上，正向简单闭曲线的一周总转角为 2π。我们想知道，曲面上是否也能把边界

的转动加起来得到一个整体结论。Liouville 公式 κg = θ′ + ω12(T ) 提示了做法：先分别
积分方向角和标架的转动，再用结构方程把后一项转成内部的 Gauss 曲率积分。边界若
有角点，还需把方向角的跳跃计入。

定义 5.3.1 (外角与正向边界). 设分段光滑曲线在角点的前后单位切向量为 T−, T+，
二者不互为反向。外角 α ∈ (−π, π) 由

T+ = cosαT− + sinα (n× T−)

确定。区域边界的正向规定为：头顶沿 n 行走时，区域在左侧。内角 β ∈ (0, 2π) 与
外角满足 α = π − β。

以下按系数积分：∫
D
fdu∧ dv 表示定向坐标域上的通常二重积分 ∫

D
fdudv，Green

公式相应写为 ∫
∂D

η =
∫
D

dη。1

为什么曲面上的 ∫
κgds 不能单独等于 2π？方向角 θ 是相对于活动标架测量的，绕

行时标架自身也会转动。由 Liouville公式，曲线在曲面内的转弯量需要加上这部分标架
变化；而标架绕边界的总变化又由区域内部的曲率控制。

因此计算时要保留三个部分：每条光滑边上连续累积的转角、角点处一次跳过的外
角，以及活动标架带来的修正。在一个曲面坐标片中，前两部分可以直接沿边界相加，后
一部分则由 Green 公式移入内部。

定理 5.3.2 (局部 Gauss–Bonnet公式). 设 D 是定向曲面上一个紧致、与闭圆盘同胚
的曲边多边形，边界分段 C2、各边正则，角点无尖点退化。则∫∫

D

K dA+

∫
∂D

κg ds+
∑
j

αj = 2π.

公式把三个量放在一起：区域内部的 Gauss 曲率、光滑边界上的测地曲率以及角点
处的转角。在平面上第一项为零，便回到总转角公式；如果边界各边都是测地线，第二
项为零，内部曲率就由角点的角度反映出来。
证明. 先设 D 落在一个坐标片内，取正向单位正交标架。每条边上选连续方向角 θ。由
定理 5.1.4 与结构方程，∫

∂D

κgds =
∑
各边

∆θ +

∫
∂D

ω12 =
∑
各边

∆θ −
∫∫

D

KdA.

1这一积分约定与前面的归一化外积配套使用；外积作为交替映射时的 1/2 不再额外乘入积分。
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切线方向在整个边界上的连续变化加上各角点的跳跃为 2π。理由是：将角点在小邻域
内光滑倒圆，新增小弧的总转角趋于外角；正向简单平面闭曲线的旋转指标为 1。曲面
坐标的微分及正交化给出定义在整个圆盘上的正定向基变换，其边界上的额外转动数为
零，故不改变此整数。于是 ∑

∆θ +
∑

αj = 2π，得到公式。
一般圆盘可作足够细的曲边三角剖分，使每个小三角形落在坐标片内。对各片相加，

内部边的测地曲率积分方向相反而抵消，内部顶点的角度凑成 2π，边界顶点留下原来
的外角；用圆盘的 V − E + F = 1 即得同一结果。下面将这一计数写成一般形式。
局部公式相加后，内部边界全部消失，剩下的组合量只取决于顶点、边和面的个数。

这解释了公式中为何出现拓扑量。

定理 5.3.3 (整体 Gauss–Bonnet 公式). 设 S 为紧致可定向曲面，边界分段光滑，
χ(S) = V − E + F 为 Euler 示性数。则∫∫

S

KdA+

∫
∂S

κgds+
∑
j

αj = 2πχ(S).

闭曲面特别满足 ∫
S
KdA = 2πχ(S)。

证明. 取有限的足够细的曲边三角剖分（这里使用紧致光滑曲面的三角剖分定理）。设
内部、边界顶点数为 Vi, Vb，边数为 Ei, Eb，面数为 F。小三角形的内角总和为 2πVi +

πVb −
∑

αj。对每个三角形的局部公式相加后，得到∫∫
S

KdA+

∫
∂S

κgds+
∑

αj = 2πVi + πVb − πF.

又 3F = 2Ei +Eb、Eb = Vb，因此右侧等于 2π(V −E + F )。闭曲面取 Vb = Eb = 0，同
样成立。

例 5.3.4 (平面转角、球面三角形与环面). 平面上 K = 0，测地曲率就是相对曲率，
故正向简单分段光滑闭曲线满足 ∫

κrds+
∑

αj = 2π；反向遍历时两项同时变号。
半径 a 的球面上，测地三角形内角为 A,B,C，因为边的 κg = 0，有 Area = a2(A+

B +C − π)。由三条互相垂直的大圆围成的八分之一球面，三个角均为 π/2，面积为
πa2/2。
整个球面 χ = 2，故总曲率 4π；环面 χ = 0，故总曲率为零。这不表示环面处处平坦，
而是正负曲率积分抵消。
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图 5.2: 在切平面中由进入方向 C−
A 转向离开方向 C+

A，得到边界角点处的有向外角。

图 5.3: 曲边三角形及其边界的正向：沿边界前进时，区域位于左侧。

5.4 联络
在平面内比较向量很容易：把它们平移到同一点即可，相同分量就表示相同方向。

曲面上的问题在于，不同点的切向量属于不同切平面。一个在空间中保持不变的向量，
移动到另一个点后可能已经不再与曲面相切；反过来，一个始终与曲面相切的向量，即
使没有在曲面内转动，也可能因切平面本身改变而具有非零的空间导数。

例如单位球面赤道的单位切向量
c(s) = (cos s, sin s, 0), T (s) = (− sin s, cos s, 0)

满足 T ′ = −c(s)。这个导数完全沿球面法向：切向量确实在空间中改变，但没有切平面
内的变化。我们希望曲面内部的求导能够识别这一区别。

因而，一个自然的办法是先照常在空间中求导，再去掉法向分量，只保留切向投影。
这个投影后的导数称为协变导数；联络就是把每个点、每个求导方向上的这种求导规则
统一起来。
定义 5.4.1 (协变导数与 Levi-Civita 联络). 设 X,Y 为曲面切向量场，DXY 为环境
空间中逐分量的方向导数，定义

∇XY = (DXY )⊤.

称其为 Y 沿 X 的协变导数，∇ 称为曲面的 Levi-Civita 联络。上标 > 表示正交投
影到切空间。
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这个候选必须遵循微分的乘积法则，同时在求导方向上只依赖该点的向量。以下性
质明确了两类输入的不同作用。

定理 5.4.2 (协变导数的运算规则). 对光滑函数 f, g，有
∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

∇X(fY + gZ) = f∇XY + g∇XZ + (Xf)Y + (Xg)Z.

在自然坐标中，∇Pi
Pj = Γk

ijPk。若 X = X iPi, Y = Y jPj，则
∇XY = X i(∂iY

k + Γk
ijY

j)Pk.

证明. 环境方向导数满足相应的线性与乘积法则，投影后得到前两式。Gauss 公式取切
向部分给出 ∇Pi

Pj；再将 X,Y 展开并应用前两式，即得坐标公式。
坐标公式中的两项各有来由：∂iY

k 来自向量分量的变化，Γk
ijY

j 来自坐标基自身的
变化。只对分量求导，会把后一项漏掉。

例如平面极坐标的单位向量 er = (cos θ, sin θ)、eθ = (− sin θ, cos θ) 满足

∇eθer =
1

r
eθ, ∇eθeθ = −1

r
er.

这是因为沿单位圆周方向求导为 r−1∂θ。虽然 er 在这组活动基下的分量恒为 (1, 0)，向
量本身仍在转动。平面曲率为零，所以联络系数非零本身并不能说明曲面有曲率；它也
记录所选基的变化。

坐标公式只含 g 决定的 Christoffel 符号，已提示这种导数是内蕴的。为了给出不依
赖坐标的刻画，先记录向量场作为导子的交换子。

定义 5.4.3 (Lie 括号). 向量场 X,Y 的 Lie 括号定义为作用于函数的导子 [X,Y ] =

XY − Y X。坐标中
[X,Y ] = (X i∂iY

k − Y i∂iX
k)Pk.

例如在平面坐标中取 X = ∂u, Y = u∂v，对函数 f 有
X(Y f) = fv + ufuv, Y (Xf) = ufvu,

所以 [X,Y ] = ∂v。这个非零结果来自 Y 的系数 u 沿 X 改变，即使平面没有曲率也会
出现。因此，后面研究两次协变导数之差时，需要先扣除向量场自身这种不交换的影响。
一般计算中二阶导数同样抵消，所以交换子仍为一阶导子。下面两个性质分别表达内积
的求导法则和“坐标方向之间没有额外扭转”。

定理 5.4.4 (度量相容与无挠性). 联络满足
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, ∇XY −∇YX = [X,Y ].

反过来，这两个性质唯一确定一个满足联络运算规则的 ∇。

证明. 第一式来自环境内积的乘积法则，因为法向分量与 Y, Z 均正交。第二式由坐标公
式及 Γk

ij = Γk
ji 得到。
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要证明唯一性，只需从这两个性质求出 ∇XY 与任意 Z 的内积。分别对
〈Y, Z〉, 〈Z,X〉, 〈X,Y 〉 求导，将前两式相加再减去第三式，并以无挠性交换求导方
向，未知项便可合并成 2〈∇XY, Z〉。这得到 Koszul 公式

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉
− 〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉.

右侧全由度量和向量场决定；对所有 Z 的内积决定 ∇XY，所以唯一。存在性已由切向
投影的构造给出。

沿两个方向先后求协变导数，交换次序后可能得到不同结果。不过一般向量场作为
导子本身就不一定交换，这一差异已经由 [X,Y ] 记录。我们先扣除这部分，再考察联络
额外造成的差异。

定义 5.4.5 (曲率张量). 定义
R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉.

这个表达式看似含向量场的导数，但所有非张量项都会抵消；因此它真正只依赖一
点处的向量值。

引理 5.4.6 (曲率张量的线性与对称性). R(X,Y )Z 对 X,Y, Z 均为 C∞(S) 线性，且
R(X,Y ) = −R(Y,X), 〈R(X,Y )Z,W 〉 = −〈Z,R(X,Y )W 〉.

因而四元形式在各输入上线性，并在前两项、后两项换位时变号。

证明. 第一条反对称性由定义直接得到。将 X 换成 fX，用 [fX, Y ] = f [X,Y ]− (Y f)X，
所有含 Y f 的项抵消；第三个输入换成 fZ 时，含一阶导数的项两两抵消，二阶部分为
(XY f − Y Xf − [X,Y ]f)Z = 0。因此三者均为函数线性。最后，对 〈Z,W 〉 连续应用度
量相容性，计算 (XY − Y X − [X,Y ])〈Z,W 〉 = 0，混合内积项抵消，余下恰为所需等
式。

这一张量与之前的 Gauss曲率必须相容。把环境空间的零曲率分解为切向与法向部
分，可以直接算出二者的关系。

定理 5.4.7 (Gauss 方程的张量形式). 曲面上有
R(X,Y )Z = II(Y, Z)WX − II(X,Z)WY.

对线性无关的 X,Y，因此

K =
〈R(X,Y )Y,X〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
= − R(X,Y,X, Y )

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

证明. 将DXY = ∇XY +II(X,Y )n、DXn = −WX 代入环境恒等式DXDYZ−DYDXZ−
D[X,Y ]Z = 0，取切向部分得到第一式。在单位主方向上，它给出 〈R(e1, e2)e2, e1〉 = κ1κ2。
一般 X,Y 由这组基作线性变换，分子因前后两对交替性乘以变换行列式的平方，分母
的 Gram 行列式乘以同一因子，故比值不变。
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若要与坐标计算对照，直接展开定义得
R(Pi, Pj)Pk = (∂iΓ

ℓ
jk − ∂jΓ

ℓ
ik + Γa

jkΓ
ℓ
ia − Γa

ikΓ
ℓ
ja)Pℓ.

注意曲率张量的指标排列会影响符号；上面的 K 公式已经固定本笔记的约定。
最后，Darboux 公式的切向部分为 ∇TT = κgQ。因此测地线正是满足 ∇TT = 0 的

单位速度曲线，而 κg = 〈∇TT, n× T 〉。由联络的内蕴性可知，保长对应保持测地线。

5.5 测地线
直线既是“方向不变”的曲线，又在两点之间给出最短路。曲面上这两个性质只在

局部相联系：协变加速度为零给出测地线方程，而最短性质需要额外的邻域限制。
“方向不变”在这里指 ∇c′c

′ = 0。若用坐标表达速度 c′ = (xj)′Pj，求导时一方面要
对速度分量 (xj)′ 求导，另一方面也要对沿路变化的基 Pj 求导。由联络公式得到

∇c′c
′ =
∑
k

(
(xk)′′ +

∑
i,j

Γk
ij(x(t))(x

i)′(xj)′

)
Pk.

由于基向量独立，整个向量为零当且仅当每个系数都为零。于是一个几何要求变成了关
于两个坐标函数的二阶常微分方程。平面直角坐标中 Γk

ij = 0，它就退化为 (xk)′′ = 0，解
正是匀速直线运动。

定理 5.5.1 (测地线方程与初值唯一性). 曲线 c(t) = P (x1(t), x2(t))满足 ∇c′c
′ = 0当

且仅当
(xk)′′ + Γk

ij(x(t))(x
i)′(xj)′ = 0, k = 1, 2.

对任意 p ∈ S, v ∈ TpS，给定 c(0) = p, c′(0) = v 后，局部存在唯一解，且速度大小恒
定。‖v‖ = 1 时 t 是弧长参数。

证明. 沿曲线对 c′ = (xi)′Pi 作协变求导，基向量的系数即为方程左侧。化为关于位置、
速度的一阶系统，系数光滑，故标准常微分方程初值定理适用。由度量相容性，d

dt‖c
′‖2 =

2〈∇c′c
′, c′〉 = 0。
这种参数称为仿射参数。非恒定速度的重参数化仍描绘同一条测地轨迹，却未必满

足零协变加速度方程。局部存在性也不表示在任意长的时间区间上都存在；不完备曲面
的测地线可能在有限时间离开曲面。

要从长度最小推出测地线，需要允许曲线在曲面内作固定端点的微小变形，并计算
长度的一阶变化。
定理 5.5.2 (长度第一变分与最短线). 设 c : [a, b] → S 为单位速度 C2 曲线，F (s, t)

为固定端点的光滑变分，F (s, 0) = c(s)，变分向量 V = ∂tF |t=0。则

L′(0) = −
∫ b

a

〈V,∇TT 〉ds.

因此光滑正则的最短曲线在弧长参数下必为测地线。
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证明. 对 L(t) =
∫ b

a

√
〈Fs, Fs〉ds求导，在 t = 0得 L′(0) =

∫
〈DsV, T 〉ds。分部积分，端点

项因 V (a) = V (b) = 0 消失，得到 −
∫
〈V,DsT 〉ds；V 切向，所以只保留切向投影 ∇TT。

所得积分还告诉我们应当怎样缩短一条不满足测地线方程的曲线。若某内点∇TT 6=
0，取一个支撑在该点附近、在该点为正的非负光滑函数 ϕ，并沿 V = ϕ∇TT 变形。这
样的切向变分由坐标中 x(s) + tV coord(s) 构造，于是 L′(0) = −

∫
ϕ‖∇TT‖2ds < 0，与最

短性矛盾。
例 5.5.3 (旋转曲面的经线与球面大圆). 旋转曲面的经线所在平面同时包含曲面的法
线，因此其弧长加速度若非零就沿曲面法向；零加速度点亦满足该条件，所以经线
是测地线。球面任一大圆可看作某条旋转轴的经线，故也是测地线。
但连接球面两点的较长大圆弧仍为测地线，却不是最短路；两对径点之间甚至有无
穷多条等长的大圆半周。可见“测地线”不能直接理解为“任意两点间唯一最短路”。

圆柱上的测地线可以用另一种方式看清。由例 3.9.3 的局部保长对应，将平面直线
u(t) = u0 + αt, v(t) = v0 + βt 卷到圆柱上，得到

c(t) =
(
a cos((u0 + αt)/a), a sin((u0 + αt)/a), v0 + βt

)
, (α, β) 6= (0, 0).

因为平面直线的协变加速度为零，保长对应将它变成圆柱上的测地线；反过来，每条圆
柱测地线在展开后局部都是直线。α = 0 给出母线，β = 0 给出圆周，两者非零时给出
圆柱螺线。于是圆和螺线虽在空间中弯曲，在圆柱内部却都可以没有测地曲率。

旋转曲面的这一现象还能统一写成一个守恒关系。

例 5.5.4 (Clairaut关系). 用母线弧长 s和旋转角 v表示旋转面，有 I = ds2+r(s)2dv2。
测地线方程的角变量一项为 v′′ + 2(r′/r)s′v′ = 0，故 r(s)2v′ 为常数。单位速度时若
θ 是切线与经线的夹角，则 rv′ = sin θ，从而 r sin θ 恒定。常数为零给出经线，非零
时则限制测地线能到达的最小旋转半径。

局部最短与局部唯一仍然成立，但证明需要指数映射和 Gauss 引理；为避免先使用
未建立的工具，将证明放在第 5.7 节。

定理 5.5.5 (局部凸邻域). 曲面每点都有一个邻域 U，使任意 p, q ∈ U 之间存在唯一
的最短测地线段，且该线段完全位于 U 中。
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图 5.4: 同一大圆上连接两点的长、短两弧都是测地线，但长弧并非最短线。

5.6 平行与平行移动
现在希望把一个起点处的切向量搬到曲面上另一个点，并在搬动过程中尽量保持方

向。直接保持它的三个空间分量不变通常不可行，因为走到别处后它可能不再切于曲面。
因此必须先指定一条路径，让向量一面随切平面调整，一面要求它不产生曲面内部的额
外变化。

上一节的测地线已经提供了一个例子：它的单位切向量满足协变导数为零。我们把
同样的要求用于沿任意给定路径的切向量场，就得到平行。这里固定的是路径 c，未知
的是沿路的向量 Y；测地线问题则要求路径自己的速度 c′ 平行。二者使用同一求导规
则，但未知对象不同。

定义 5.6.1 (沿曲线平行). 沿曲线 c(t)的切向量场 Y (t)称为平行的，是指 ∇c′Y = 0。
在嵌入曲面上，等价地，普通导数 Y ′ 始终垂直于曲面。

这个条件是向量场的线性方程，因此一个初始向量就应当决定后续的全部向量；下
面确认其存在性与唯一性。

定理 5.6.2 (平行场的存在唯一性). 若 c : [a, b] → S 分段光滑，给定 Y (a) ∈ Tc(a)S，
则存在唯一的沿 c 平行的连续向量场（每个光滑段上可微）。坐标中 Y = Y kPk 满足

(Y k)′ + Γk
ij(c(t))(x

i)′Y j = 0.

证明. 由联络的坐标公式得到上述线性常微分方程。每个坐标段上的初值解存在唯一，
沿曲线紧区间用有限个坐标段拼接；重叠处的几何方程相同，唯一性保证拼接一致。

由此可把起点切空间中的向量送到终点切空间，而不需要在整个曲面上选择向量
场。
定义 5.6.3 (平行移动). 将 Y (a) 送到唯一平行场的终值 Y (b) 的映射 Pc : Tc(a)S →
Tc(b)S，称为沿 c 的平行移动。

线性方程保留向量的线性组合，度量相容性则控制长度和夹角，因此平行移动应是
两个切空间间的刚性比较。
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定理 5.6.4 (平行移动保持内积). Pc 是线性等距同构，逆映射为沿反向曲线的平行
移动。连接路径时，平行移动按路径顺序复合。

证明. 线性性由线性微分方程的唯一性得到。若 X,Y 均平行，度量相容性给出
d
dt〈X,Y 〉 = 〈∇c′X,Y 〉 + 〈X,∇c′Y 〉 = 0。反向解同一个方程便返回初始向量，故可逆；
拼接性质同理由唯一性成立。

例 5.6.5 (平面与球面上的平行场). 平面上的平行场就是普通恒定向量场，因此与路
径无关。单位球赤道 c(t) = (cos t, sin t, 0) 上的向北向量 (0, 0, 1) 恒定，因而平行。
一般余纬 φ ∈ (0, π)的纬线上，向北单位向量为 Y = (− cosφ cos t,− cosφ sin t, sinφ)，
其导数为 Y ′ = (cosφ sin t,− cosφ cos t, 0)。除赤道 cosφ = 0 外，它非零且切向，所
以向北的场不平行。“一直指向北方”不等于平行移动。

例 5.6.6 (绕球面三角形一周). 在单位球上取 N = (0, 0, 1), A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0)，
沿大圆短弧 N → A → B → N 平行移动初始向量 (1, 0, 0)。沿第一条经线它是运动
切向，到 A 成为 (0, 0,−1)；沿赤道此向量恒定；沿 B → N 它是运动切向的负数，
回到 N 时成为 (0, 1, 0)。因此一周后转过 π/2，平行移动依赖路径。

一般地，在局部正交标架中写单位平行场 Y = cos θe1 + sin θe2，平行条件等价于
θ′ + ω12(c

′) = 0。沿正向圆盘边界一周，转角模 2π 等于

−
∫
∂D

ω12 =

∫∫
D

KdA.

这将平行移动的路径依赖与 Gauss曲率直接联系起来。例 5.6.6中的三角形，正是例 5.3.4
在单位球上的八分之一球面：面积为 π/2，角度超额为 π/2，平行移动一周后的转角也
为 π/2。三个计算从不同角度记录了同一块区域的总曲率。

图 5.5: 沿球面三角形边界平行移动后，向量方向发生改变。
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5.7 法坐标系与测地极坐标系
一般参数坐标是人为选取的，未必反映点与点的几何联系。我们希望像平面上从原

点沿直线走到目标点那样，用一个切向量记录曲面上的附近点。在平面里，给定起点 p

和向量 v，以速度 v 走一个单位时间，终点就是 p+ v；向量的方向决定走向，长度决定
走多远。

曲面上不能直接把 p+ v 当成曲面点，但可以把直线换成测地线。从 p 以初始速度
v 出发，取它在时间 1 的终点。这样把“方向和路程”都编码在一个切向量中，就得到
指数映射。
定义 5.7.1 (指数映射). 固定 p ∈ S，令 cv 为满足 cv(0) = p, c′v(0) = v 的测地线。在
足够小的 v ∈ TpS 上定义 expp(v) = cv(1)，称为指数映射。

测地线方程与常数缩放相容，唯一性给出 cv(t) = expp(tv)。因此从 0 出发的径向线
段在指数映射下成为测地线；长度由 ‖v‖ 决定。
这里固定时间为 1 只是统一记法，并非要求所有测地线都走相同的长度；实际路程

是 ‖v‖。平面上 expp(v) = p+ v。半径 a、球心在原点的球面则有

expp(v) = cos
(
‖v‖
a

)
p+ a sin

(
‖v‖
a

)
v

‖v‖
(v 6= 0), expp(0) = p.

右端沿由 p, v 张成的平面中的大圆前进，求时间导数可验证初速度为 v。当 ‖v‖ = πa

时，不同方向都到达对径点，所以指数映射并不总是全局一一对应。
要将它作为坐标，需先确认原点附近不会出现这样的重合。其在原点的微分恰好是

恒等映射。
定理 5.7.2 (法坐标的存在). expp 在 0 ∈ TpS 附近光滑，且 (d expp)0 = id，故它在
某邻域为微分同胚。选 TpS 的单位正交基 e1, e2，以

q = expp(y
1e1 + y2e2)

定义的 (y1, y2) 称为法坐标。

证明. 常微分方程解光滑依赖初始数据，故指数映射光滑。沿直线 tv 有 (d expp)0v =
d
dt |0 expp(tv) = c′v(0) = v。逆函数定理给出局部微分同胚。

只知道原点微分为恒等还不足以控制距离。下面的 Gauss引理说明径向方向在整个
法坐标邻域中都与等半径方向正交。

引理 5.7.3 (Gauss 引理). 在指数映射的定义域内，对 v, w ∈ TpS 有
〈(d expp)vv, (d expp)vw〉 = 〈v, w〉.

等价地，法坐标的度量满足 ∑
j gij(y)y

j = yi。

证明. 我们要比较指数映射下径向向量 v 与任意变化方向 w 的内积，因此让初始速度
沿 v + aw 变化，考虑测地线族 F (t, a) = expp(t(v + aw))。在 t = 1, a = 0 处，Ft, Fa 恰
好是待比较的两个向量。对每个 a，t 曲线是常速测地线，速度平方为 ‖v + aw‖2。利用
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无挠性，
∂t〈Ft, Fa〉 = 〈Ft,∇tFa〉 = 〈Ft,∇aFt〉 =

1

2
∂a‖v + aw‖2.

在 t = 0，Fa = 0。从 0 积分至 1，再令 a = 0，便得所需公式。取 v =
∑

yjej, w = ei 即
得坐标恒等式。

特别地，gij(0) = δij。又径向测地线的法坐标为 y(t) = tv，在 t = 0代入测地线方程
得 Γk

ij(0)v
ivj = 0；由下标对称性及 v任意，Γk

ij(0) = 0。度量相容性进而给出 ∂kgij(0) = 0。
把初始速度写成极坐标，就能把径向距离与方向角分离；Gauss 引理保证此坐标下

没有混合项。

定义 5.7.4 (测地极坐标). 令 y1 = ρ cos θ, y2 = ρ sin θ，在 ρ > 0 且选定角度分支的
法坐标邻域中，称 (ρ, θ) 为测地极坐标。中心 ρ = 0 是极坐标的退化点，不是曲面的
奇点。

固定半径后，沿角度变化 dθ 所走的长度由角向系数决定。若记它的平方根为 A，相
差很小初始角度的两条径向测地线，在半径 ρ 处的间距一阶近似就是 A |dθ|。所以 A 记
录这些测地线如何分离；下面把它与 Gauss 曲率联系起来。

定理 5.7.5 (测地极坐标中的度量). 有
I = dρ2 +G(ρ, θ)dθ2, A =

√
G > 0,

且对固定 θ，
Aρρ +KA = 0, A(0, θ) = 0, Aρ(0, θ) = 1.

证明. 径向曲线为单位速度测地线，所以 gρρ = 1。Gauss 引理给出径向与角向正交，故
gρθ = 0。原点附近 gij(y) = δij +O(‖y‖2)，因此 A = ρ+O(ρ3)，给出初值。将正交坐标
曲率公式用于 E = 1, G = A2，得 K = −Aρρ/A。

例 5.7.6 (常曲率的测地极坐标). 解上述初值方程：若 K = 0，A = ρ；若 K = 1/a2，
A = a sin(ρ/a)；若 K = −1/a2，A = a sinh(ρ/a)。正曲率使同样半径的测地圆周较
短，负曲率使其较长。球面公式须限制在指数映射单射的范围内，不能跨越对径点
继续当作一张坐标图。

5.7.1 局部最短性质与凸邻域
Gauss 引理还给出长度估计。若 q = expp(v) 位于小法坐标球内，任意从 p 到 q 且

留在其中的分段光滑曲线都满足

L =

∫ √
ρ′2 +Gθ′2 dt ≥

∫
|ρ′| dt ≥ ‖v‖.

等号要求方向角恒定、径向不反复，故最短轨迹唯一为径向测地线。经过中心的情形可
从首次到达小半径圆时开始估计，再令半径趋零。若先取一个较大的法坐标球，再限制
q 到较小球中，任何先离开大球的曲线仅到达边界的长度就已超过径向线段。因此该径
向线段也在所有曲面曲线中最短。
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上面的论证固定了起点 p。定理 5.5.5 还要求：在同一个邻域中任取两个端点，都
有唯一最短线段，而且线段始终留在邻域里。为此先使测地线的存在范围对两个端点同
时有效，再用一个沿测地线严格凸的函数控制线段的位置。

固定原点 o 的一个小坐标球，映射 (p, v) 7→ (p, expp v) 在 (o, 0) 处微分可逆，故由
带参数逆函数定理，在足够小的 p, q 范围内，二者之间有唯一的小测地线，且光滑依赖
端点。缩小范围可使这些线段全部留在一个固定较大的坐标球内。

为了保证连接两点的测地线不跑出选定的小邻域，我们需要一个沿测地线严格凸的
函数。取 f(x) =

∑
i(x

i)2，它的协变 Hesse 型定义为
(∇2f)(X,Y ) = X(Y f)− (∇XY )f, (∇2f)ij = ∂i∂jf − Γk

ij∂kf.

原点处 ∂kf = 0，所以矩阵为 2I，正定；连续性保证缩小大球后仍处处正定。沿其中任
意非恒定测地线，(f ◦ c)′′ = ∇2f(c′, c′) > 0。所以两端在子水平集 U = {f < ε2} 内的小
测地线，其全段也在 U 内。

还需排除绕到远处再返回的更短曲线。再固定一个较小的大球，使它包含于每个
p ∈ U 的统一法邻域内；这可由带参数逆函数定理所得的开集在 (o, o) 附近包含乘积邻
域得到。由前面的 Gauss 引理估计，这条线段在该法邻域内最短且唯一。坐标球闭包上
度量与 Euclid 度量有统一上下界；再缩小 ε，使该线段长度小于从 U 到大球边界所需
的统一正长度，则任何离开大球的竞争曲线都更长。这证明在所有曲面曲线中仍为唯一
最短线段，且它留在 U 内。

图 5.6: 测地极坐标网：径向曲线为测地线，等半径曲线为测地圆；图中 s, θ 对应正文的
ρ, θ。

5.8 可展曲面
圆柱的展开一直贯穿前面的讨论。由绝妙定理，局部保长到平面的曲面必须满足

K = 0；现在反过来问，K = 0 是否已经足够？我们先在含有直母线的曲面中计算这一
条件，再借助联络形式构造平面坐标。
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定义 5.8.1 (直纹面与可展曲面). 若曲面有正则参数表示 P (u, v) = c(u) + vℓ(u)，其
中 ‖ℓ‖ = 1，称为直纹面；u 固定的直线称为直母线，c 称为准线。若

(c′, ℓ, ℓ′) = 0,

则称为可展曲面。ℓ 恒定给出柱面，c 恒定给出锥面，ℓ 沿准线切向给出切线面；均
只讨论参数化正则的部分。

上述混合积条件表示母线移动时没有扭离由相邻母线决定的平面。计算基本形式可
把它与法向和曲率直接联系起来。

定理 5.8.2 (可展性的等价条件). 对正则直纹面，下列条件等价：混合积 (c′, ℓ, ℓ′) = 0；
切平面沿每条母线不变；K = 0；每点附近与平面保长对应。

证明. Pu = c′ + vℓ′, Pv = ℓ，所以未单位化法向为 (c′ + vℓ′)× ℓ。沿 v 方向它的方向不变，
当且仅当 c′, ℓ, ℓ′ 线性相关。又 Pvv = 0，故 N = 0，而

M =
(c′, ℓ, ℓ′)

‖Pu × Pv‖
, K = − (c′, ℓ, ℓ′)2

‖Pu × Pv‖4
.

因而前三者等价。局部保长到平面必保持 K = 0。
反之，要把度量写成平面的 dx2 + dy2，只需找到一组能分别积分成 dx, dy 的正交

余标架。原有余标架未必闭，但我们还可以转动标架。
在任一充分小的单连通邻域内，K = 0 给出 dω12 = 0，故 ω12 = df。若把标架旋转

一个随点变化的角 θ，即
ẽ1 = cos θ e1 + sin θ e2, ẽ2 = − sin θ e1 + cos θ e2,

对第一式求微分并与 ẽ2 作内积，得到新的联络形式 ω̃12 = ω12 + dθ。因此选择 θ = −f，
恰好消去原来的转动项。

记新余标架为 η1, η2，前两条结构方程变成 dη1 = dη2 = 0。于是局部可分别积分为
η1 = dx, η2 = dy。旋转保持两者独立，所以 (x, y) 的 Jacobi 行列式非零，确实给出一组
局部坐标。而旋转也不改变长度平方，故

I = ω2
1 + ω2

2 = η21 + η22 = dx2 + dy2.

把曲面点送到平面点 (x, y)，就完成了所需的局部保长对应。
最后这段证明事实上适用于任意 K = 0的曲面，并不要求预先知道它直纹。在非平

点附近，还可以利用 Codazzi 方程证明，零主曲率对应的主曲率线都是直线：取主标架
使 ω13 = κ1ω1、ω23 = 0、κ1 6= 0，则 0 = −ω12 ∧ κ1ω1，故 ω12(e2) = 0。于是 De2e2 = 0，
e2 的积分曲线是直线。

要辨认可展直纹面的具体类型，可以沿每条母线重新选择准线点，使新的准线速度
尽量与母线一致。

命题 5.8.3 (可展直纹面的局部类型). 若 ℓ′ ≡ 0，曲面为柱面。若 ℓ′ 6= 0，写 c′ = aℓ+bℓ′，
令 c̃ = c− bℓ，则 c̃′ = (a− b′)ℓ。在 a− b′ 恒为零的区间上，曲面为锥面；在 a− b′ 6= 0

的区间上，曲面为正则曲线 c̃ 的切线面。平面可视为这些类型的退化情形。
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证明. 因 ‖ℓ‖ = 1，ℓ ⊥ ℓ′。当 ℓ′ 6= 0 时两者独立，可展条件使 c′ 属于它们张成的平面，
故所写系数存在。直接求导得 c̃′ = (a − b′)ℓ。若它恒为零，母线均经过固定点 c̃；若非
零，母线正是 c̃ 的切线。

在 ℓ′ 或 a− b′ 的零集边界，类型可能变化，不能不加条件地断言整张连通光滑可展
曲面属于同一种类型。锥顶、切线面的回归边等也可能是奇异处，不属于正在讨论的正
则部分。

图 5.7: 圆柱面是可展曲面的一个例子，直母线沿固定方向。

例 5.8.4 (三类曲面的具体展开). 柱面先把准线投影到垂直于固定母线的平面，再用
该投影的弧长 s 为参数，得到 I = ds2 + dv2。
锥面写成 c0 + vℓ(u)，将单位球面曲线 ℓ 以弧长 u 参数化，有 I = v2du2 + dv2。映到
平面 (x, y) = (v cosu, v sinu) 即保长，须取 v 6= 0 并限制角度以保持局部单射。
切线面 P (s, v) = c(s) + vT (s) 满足

Ps = T + vκN,

Pv = T,

I = (1 + v2κ2)ds2 + 2dsdv + dv2.

正则条件为 vκ 6= 0。此度量不含挠率，因此用同一曲率函数构造一条平面单位速度
曲线，其切线面给出平面中的正则区域，并与原切线面保长对应。
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第六章 高维 Euclid 空间的曲面

6.1 高维曲面
前面曲面的参数只有两个，但切空间、内积和正交投影这些构造本身并不依赖这个

数目，因此可以继续推广。需要分别区分两个维数：有多少个独立参数，决定曲面自身
的维数；放在多大的空间里，决定环境维数。例如二维曲面即使放在 R4 中，仍只需两
个参数，切空间也仍为二维，但它的法空间现在有两个独立方向。

这正是第二基本形式要改变的地方。在 R3 的曲面上，法空间只有一维，选定单位
法向量后，一个数就能记录法向偏离；若法空间是二维或更高维，一个数便不够了，必
须直接记录整个法向量。下面仍从参数化出发，逐步作出这一推广。

先保留参数化的观点，将“两个独立参数”换成“m 个独立参数”。

定义 6.1.1 (高维曲面片与曲面). 设 U ⊂ Rm 为单连通开集，m < n。光滑映射
P : U → Rn 若为到像集的同胚，且 rank(∂P/∂xi) = m，称为 m 维曲面片。若
S ⊂ Rn 的每点都有空间邻域，其与 S 的交为这样的曲面片，则称 S 为 m 维正则曲
面（嵌入子流形）。

容许参数变换是参数域间的光滑微分同胚；链式法则保证秩保持，故同一几何曲面
片可用不同参数描述。取 m = 1，这里定义的就是正则曲线；取 m = 2, n = 3，就是此
前研究的三维空间中的曲面。

曲面上的速度向量仍由参数方向张成；法方向则取正交补，无需求助于特殊维数中
的叉积。

定义 6.1.2 (切空间与法空间). 记 Pi = ∂iP，定义 TpS = span{P1, . . . , Pm}，NpS =

(TpS)
⊥；它们维数分别为 m,n−m。仿射平面 p+ TpS 称为切平面。

若曲线 c(t) = P (x(t))，则 c′ =
∑

i(x
i)′Pi；反过来任意这样的线性组合都由参数直

线的像实现。因此该切空间仍是所有曲线速度的集合，且与参数无关。
函数和向量场的光滑性可在参数域中检查：f 光滑是指 f ◦ P 光滑，X = X iPi 光

滑是指各系数 X i 光滑。若给定向量场，沿它运动的曲线便由这些系数决定。

定义 6.1.3 (积分曲线). 若 c′(t) = X(c(t))，称 c 为向量场 X 的积分曲线。它的参数
方程为 (xi)′ = X i(x(t))。

常微分方程初值定理给出过任一点的局部唯一积分曲线。沿它有 d
dt(f ◦ c) = Xf，

其中 Xf = X i∂if。由普通乘积法则可知 X(fg) = (Xf)g + fXg，且
[X,Y ] = (X i∂iY

k − Y i∂iX
k)Pk.

二阶导数在交换子中抵消，这与二维的导子观点完全相同。
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将 Pij 分解到切空间与法空间，仍得到自然标架的基本公式；其法向部分现在是一
个向量，而非单个系数。

定义 6.1.4 (高维曲面的基本形式). 写 Pij = Γk
ijPk +Nij，其中 Nij ∈ NpS。定义

I(X,Y ) = 〈X,Y 〉,
gij = 〈Pi, Pj〉,

II(X,Y ) = X iY jNij.

II 是对称的法向量值第二基本形式。

我们在二维曲面中已经见过：换参数引入的二阶附加项都在切空间内，取法向投影
后便消失。这个理由与法空间的维数无关，因此也适用于这里的向量值第二基本形式。

定理 6.1.5 (基本形式的不变性与基本公式). I, II 均与参数无关，且

Γk
ij =

1

2
gkℓ(∂igjℓ + ∂jgiℓ − ∂ℓgij), DXY = ∇XY + II(X,Y ),

其中 ∇XY = (DXY )⊤，∇XY = X i(∂iY
k + Γk

ijY
j)Pk。

证明. I 本就是环境内积的限制。换参数时，Pĩj̃ 的额外项是 Pk 的线性组合，投影到法
空间后消失，所以 Nij 按协变二阶张量变换，II 不变。对 gij 求导后作三项相加减，和
定理 3.7.1 一样得到 Γ 公式。再展开 DX(Y

jPj)，其法向部分为 X iY jNij，切向部分即
所列联络公式。
沿曲线的绝对微分为

DY

dt =
(
(Y k)′ + Γk

ij(x
i)′Y j

)
Pk = (Y ′)⊤.

它正是协变导数。联络对第一输入为函数线性，对第二输入满足 Leibniz 法则，仍然无
挠且与度量相容；这些性质的证明与定理 5.4.2、5.4.4逐项相同，指标范围改为 1, . . . ,m

即可。
例 6.1.6 (超曲面与球面). 当 m = n− 1，局部法空间由单位法向 n张成，Nij = bijn，
基本公式成为

Pij = Γk
ijPk + bijn, ni = −bijg

jkPk.

混合偏导的切向、法向比较仍给出式 (3.7.2)、(3.7.3)，所有切向指标取 1, . . . ,m。满
足这些兼容条件的正定 g 和对称 b 局部决定超曲面，证明沿用矩阵方程可积性与位
置积分；在多个坐标方向上依次积分，任意两方向的兼容条件保证剩余方程都成立。
半径 a 的 m 维球面取外法向 n = P/a，有 II(X,Y ) = −〈X,Y 〉n/a。一维曲线的情
形则为 II(T, T ) = κN，在零曲率点应直接理解为曲率向量 c′′。

也可以实际看一个法空间为二维的例子。取 a, b > 0，在足够小的角度范围内令
P (u, v) = (a cosu, a sinu, b cos v, b sin v) ∈ R4.
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两个切向量分别只在前两个、后两个坐标中非零，因而相互垂直。法空间可取单位正交
基

n1 = (cosu, sinu, 0, 0),

n2 = (0, 0, cos v, sin v).

由 Puu = −an1, Puv = 0, Pvv = −bn2，得到
I = a2du2 + b2dv2, II = −an1du2 − bn2dv2.

沿两条参数线的法向弯曲落在两个不同的法方向上，因而不能选一个单位法向量就把全
部信息改写成标量。同时它的度量系数为常数，局部可以保长到平面；空间中的弯曲与
内部曲率仍然需要区分。

回看定理 5.4.7 中 K 的内蕴表达式，它实际上是在比较由两个切向量张成的平面。
二维曲面的切空间本身只有这一个二维平面；当切空间维数大于 2 时，我们仍可对每个
二维子空间作同样的计算，但所得数值可能随子空间改变。这就引出截面曲率。

定义 6.1.7 (截面曲率). 定义 R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z。对二维子
空间 σ = span{X,Y } ⊂ TpS，定义

K(σ) =
〈R(X,Y )Y,X〉

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X,Y 〉2
.

这里 R 与前章采用同一符号约定。主教材第六章另将四元形式写成
R(X1, X2, X3, X4) = 〈X1, R(X3, X4)X2〉.

它与第 5.4 节的四元记号满足 R(X1, X2, X3, X4) = R(X3, X4, X2, X1)；按这个次序对照
即可。

截面曲率只有在换基不改变比值时才良定义，而基本公式还应给出它的外蕴计算
式。

定理 6.1.8 (截面曲率的良定义与 Gauss 公式). 上述 K(σ) 与 X,Y 的基选择无关，
并且

〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈II(X,W ), II(Y, Z)〉 − 〈II(X,Z), II(Y,W )〉.

二维曲面的截面曲率即 Gauss 曲率；半径 a 的高维球面所有截面曲率均为 1/a2。

证明. 定义中的 Leibniz 项抵消，故 R 在一点只依赖三输入的值；度量相容性同样给出
前两项及后两项的交替性。因此换二维基时分子、分母都乘以换基行列式的平方，比例
不变。

环境空间曲率为零。将基本公式代入 DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z = 0 并与切向
W 作内积；对法向量场 ν 使用 〈DXν,W 〉 = −〈ν, II(X,W )〉，即得 Gauss 公式。对于三
维 Euclid 空间中的二维曲面，这一公式就是定理 5.4.7 中的 Gauss 方程；将球面的 II
代入，分子为分母的 1/a2 倍。
最后，平行移动与测地线不需要叉积，也无需单独的单位法向，可以直接使用协变

导数定义。
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定义 6.1.9 (高维曲面上的平行与测地线). 沿 c 的向量场满足 DY /dt = 0 时称为平
行；曲线满足 Dc′/dt = 0 时称为仿射参数测地线。

坐标方程仍为
(Y k)′ + Γk

ij(x
i)′Y j = 0,

(xk)′′ + Γk
ij(x

i)′(xj)′ = 0, k = 1, . . . ,m.

线性与一般常微分方程初值定理分别保证平行场和测地线局部存在唯一；平行场的内积
保持，因为度量相容性使其导数为零。长度第一变分的证明不使用维数 2，所以光滑最
短线段仍为测地线。高维球面上的单位速度测地线满足 c′′ = −c/a2，解位于由 c(0), c′(0)

张成的二维平面内，故为大圆。

6.2 微分流形
前面构造联络、测地线和平行移动时，最后的公式只用到了度量与坐标变换。既然

如此，定义这些对象是否一定要先给出一个嵌入 Euclid 空间的曲面？我们先把局部坐
标及它们的拼接保留下来，建立微分流形；度量则在需要测量长度时另行给定。

定义 6.2.1 (拓扑流形与坐标图). 若 Hausdorff 拓扑空间 M 的每点都有一个开邻域
U，以及到 Rm 中开集的同胚 φ : U → φ(U)，称 M 为 m 维拓扑流形，(U,φ) 称为
坐标图。φ 的各分量称为局部坐标。

Hausdorff条件表示不同两点有不相交的开邻域。沿用主教材本节的局部讨论时，上
述条件已经足够；通常现代定义还要求第二可数，即拓扑有可数基，本笔记的具体例子
也均满足这一条件。
这里坐标图的方向是从对象到坐标：φ 把流形上的点变成一组实数。以前参数曲面

P : D → S 的方向正好相反，因而在一张曲面片上，对应的坐标图就是 P−1。这种方向
变化并没有改变我们使用坐标的方法。

若同一个点同时落在两张图中，它便有两组坐标。把第一组坐标先经 φ−1
α 还原成该

点，再经 φβ 读出第二组坐标，得到的就是 φβ ◦ φ−1
α 。它的定义域和像都在 Euclid 空间

中，所以是否光滑可以用已经熟悉的多元微积分判断。要求这些坐标转换光滑，才能保
证在一张图中可微的对象，换到另一张图中仍可微。

定义 6.2.2 (光滑图册与微分流形). 覆盖 M 的一族坐标图 {(Uα, φα)} 若满足：所有
重叠处的过渡映射

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ)

均为光滑微分同胚，则称其为光滑图册。它确定的光滑结构与 M 合称为微分流形。

把与图册中每张图都光滑相容的坐标图全部加入，得到唯一极大图册；两个图册若
并集仍相容，就确定同一光滑结构。所以更换相容的坐标图，只是更换同一光滑结构的
局部描述。先前的嵌入曲面由其局部参数化的逆映射给出坐标图，自然成为微分流形。
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例 6.2.3 (实射影空间). 在 Rm+1 \ {0} 上令 x ∼ y 当且仅当 y = λx，λ 6= 0。商空间
RPm 的点就是过原点的直线，写作 [x1 : · · · : xm+1]。令

Ui = {[x] : xi 6= 0}, φi([x]) = (x1/xi, . . . , x̂i/xi, . . . , xm+1/xi).

比值不随齐次坐标的非零倍乘而变，所以图映射良定义；其逆是在第 i 位插入 1 后
取等价类。重叠处从第 i 张图换到第 j 张图，只需将各分量再除以非零的 xj/xi，故
过渡映射光滑。
以 RP 2 为例，在 x3 6= 0 的图中，每条直线可以写成 [u : v : 1]。如果同时有 u 6= 0，
就可以改用第一坐标为 1 的表示

[u : v : 1] = [1 : v/u : 1/u].

因此这两张图的过渡映射具体为 (u, v) 7→ (v/u, 1/u)，在 u 6= 0 的重叠区域光滑。这
里归一化齐次坐标的目的，正是从描述同一条直线的无穷多个向量中选出唯一代表，
从而得到真正的局部坐标。
还需检查拓扑条件：RPm 同胚于 Sm 上将对径点粘合的商。两条不同直线对应的两
个有限对径点集有正距离，可取不相交的对径对称小邻域，故商为 Hausdorff；有限
个上述图提供可数基。因此它确实是一个 m 维微分流形。

6.2.1 由曲线定义切空间
先明确流形上的光滑函数与曲线：函数 f 光滑，是指每张图中的 f ◦ φ−1 光滑；曲

线 γ 光滑，是指其坐标表达 φ ◦ γ 光滑。过渡映射光滑及链式法则保证这些定义与所用
坐标图无关。

抽象流形没有位置向量，不能直接把两点相减。曲线仍能作用于函数：若 γ(0) = p，
对定义在 p 邻域的光滑函数 f 可取 (f ◦ γ)′(0)。两条曲线若对所有函数给出同一方向导
数，应代表同一个切向量。

定义 6.2.4 (曲线等价与切向量). 对经过 p 的光滑曲线，规定
γ1 ∼ γ2 ⇐⇒ (f ◦ γ1)′(0) = (f ◦ γ2)′(0)

对每个局部光滑函数 f 都成立。全体等价类组成 TpM，其元素称为切向量。

这个定义看起来要求比较所有光滑函数，实际上只需比较一张图中的 m 个坐标速
度。原因仍是链式法则：任意函数沿曲线的变化率，等于它的各坐标偏导与坐标速度的
乘积之和。如果坐标速度相同，所有函数的方向导数便相同；反过来，坐标函数本身也
是可供比较的光滑函数。

这样，曲线的等价类就由 m 个数记录。接下来可以借这些数定义加法、数乘，再验
证换图不会改变这些运算，从而得到切空间。
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命题 6.2.5 (切空间的坐标表示). 在任一坐标图 x = (x1, . . . , xm) 中，γ1 ∼ γ2 当且仅
当所有 (xi ◦ γ1)′(0) = (xi ◦ γ2)′(0)。每个 X ∈ TpM 唯一表示为

X =
∑
i

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, Xf =
∑
i

ai∂i(f ◦ x−1)(x(p)).

这些表示使 TpM 成为 m 维实向量空间。

证明. 必要性只需取 f = xi；充分性由链式法则得到。任意 a ∈ Rm 可由坐标直线
x(p) + ta 的逆像曲线实现，因此等价类与 Rm 一一对应。用速度向量的加法与数乘定义
等价类的运算；换坐标时速度由可逆 Jacobi 矩阵线性变换，故运算与图的选择无关。坐
标轴方向对应所列基，唯一性随之成立。

切向量于是也可视为作用在函数芽上的导子，满足
X(f + g) = Xf +Xg,

X(fg) = Xf g(p) + f(p)Xg,

(X + Y )f = Xf + Y f,

(aX)f = aXf.

反过来，每个满足这些规则的点导子都由坐标导子线性组合给出；证明使用命题 4.1.5
的局部 Taylor 展开。这说明嵌入曲面中的速度、坐标中的分量及函数上的方向导数是
同一切向量的三种描述。

逐点给出切向量仍可能毫无连续性，因此向量场还需一个与坐标无关的光滑性条
件。
定义 6.2.6 (流形上的光滑向量场). 向量场是逐点指定 Xp ∈ TpM 的对象。若对每个
光滑函数 f，p 7→ Xpf 仍光滑，则称 X 为光滑向量场。

局部展开 X = X i∂i 后，该条件等价于各 X i 光滑：必要性可对坐标函数作局部截
断后应用定义，充分性则来自 Xf = X i∂if。

至此，坐标、切空间和求导均已不依赖环境空间。若再在每个切空间上指定光滑变
化的正定内积 g，就得到 Riemann 度量；由 Koszul 公式可定义 Levi-Civita 联络，进而
讨论曲率、平行移动和测地线。于是前面从曲面内部测量出发建立的概念，可以在抽象
流形上继续使用。这里要额外给定的是度量，光滑结构本身只提供求导所需的结构。后
续系统理论属于现代微分几何。
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附录 A 适用条件速查

A.1 常用结论的条件与边界
这里汇总正文中容易被省略的条件。使用公式时先确认对象与参数，再检查非零条

件和局部范围。

结论 必须检查的条件 正文位置及边界

弧长参数 曲线正则；积分基点取参数区间内
部

引理 2.2.2；端点反常积分
未必有限。

Frenet 标架与挠率 κ > 0；一般参数须 P ′ × P ′′ 6= 0 定理 2.5.1、2.5.2。
曲线论基本定理 给定正曲率及足够光滑的挠率；固

定弧长区间
定理 2.6.1；不固定位置
时仅在固有运动意义下唯
一。

旋转指标与凸性 正则、简单、闭合；凸性判别另需
C2

定理 2.7.6、2.7.8；定向决
定符号。

正则曲面片 秩为 2，且到像集同胚 定义 3.1.3；正则参数化不
自动全局单射。

面积积分 参数图单射；一般覆盖需计重 命题 3.3.4。
第二基本形式 先固定单位法向量 命题 3.4.3；换坐标与换法

向是两件事。
法曲率与 Meusnier
公式

方向非零；涉及主法向量时还需曲
线 κ > 0

定理 3.5.2；向量形式允许
零曲率。

Gauss 映射面积比 分清有向面积与普通面积，局部单
射再谈像集面积

第 3.7.1 小节；普通伸缩
率为 |K|。

曲面论基本定理 g 正定、b对称，并满足 Gauss、Co-
dazzi 兼容条件

定理 4.4.3；首先得到局部
曲面片。

Gauss–Bonnet 紧致定向区域，分段光滑边界及一
致外角约定

定理 5.3.3；圆盘右侧才是
2π。

测地线与最短路 零协变加速度使用仿射参数；最短
性质需限制邻域

定理 5.5.2、5.5.5。

平行移动 指定整条路径与初始向量 定理 5.6.2；端点相同不保
证映射相同。

测地极坐标 排除中心、固定角度分支，并限制
在指数映射单射区域

定理 5.7.5。
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结论 必须检查的条件 正文位置及边界

可展曲面的分类 只在正则部分及类型稳定的参数区
间分类

命题 5.8.3；过渡点可改变
类型。

高维第二基本形式 值在法空间，不能总当作标量 定义 6.1.4；超曲面选法向
后才可用标量矩阵。

A.2 教材与记号对应
本笔记按孟道骥、梁科《微分几何》第三版（高等教育出版社，2016）的六章顺序

组织；陈维桓《微分几何》第二版（北京大学出版社，2017）用于补充几何解释、证明
与例子。

主教材的 ΛkT 在第 4.1 节写为 ΛkT ∗，以明确其协变性质；外积采用主教材的归一
化，积分按坐标系数约定。曲率张量统一采用第 5.4.5 条定义，四元形式的不同输入排
列在第 6.1 节明确对应。参数变换的矩阵 J 沿用原稿的按行排列约定，不能与其转置混
用。
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