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记号约定
未另作说明时，子集取子空间拓扑，乘积取乘积拓扑，商集取商拓扑。常用记号如下；
涉及具体构造的记号在首次使用处定义。欧氏空间的维数符号 M,N 默认取正整数；若
讨论 0 维，R0 是单点空间，相应的基本拓扑性质可直接检查。

记号 含义

N、Z、Q、R 自然数集 N = {0, 1, 2, . . .}、整数集、有理数集及实数集。

P(X) X 的幂集，即全体子集组成的集合。

O(X)、N (x) X 的开集族、点 x 的邻域系；邻域不必是开集。

B、U、F 通常分别表示基、覆盖与滤子，具体含义依上下文确定。

A◦、A、∂A A 的内部、闭包与边界，∂A = A \A◦。需要区分母空间时加下标，如
clY A。

Bd(x, r) 度量 d下以 x为中心、半径为 r > 0的开球；度量明确时写为 B(x, r)。

1X、idX X 上的恒等映射；复合 g ◦ f 表示先作 f 再作 g，也简记为 gf。

f−1(B) 集合 B 的逆像，不要求 f 可逆。只有将 f−1 作为映射使用时，才要
求 f 为双射。

U(X)、↑ x X 上的全体超滤，以及点 x 生成的主超滤。

limF、adhF 滤子 F 的极限集与聚点集；前者不一定只有一个点。

[X,Y ]、C(X) 全体连续映射 X → Y，以及全体连续实函数 X → R；所取函数空间
拓扑另行说明。

C∗(X) X 上的有界连续实函数全体。

αX、βX 单点紧化与 Stone–Čech 紧化，分别在第 9.4、9.3 节的条件下使用。

紧性不预设 Hausdorff 性。正则性、正规性及完全正则性也不预设 T1；正则 T0 空间
称为 T3 空间，正规 T1 空间称为 T4 空间，完全正则 T0 空间称为 Tychonoff 空间。
与教材一致，连通空间和道路连通空间要求非空。拓扑流形要求 Hausdorff且局部欧

氏，第二可数性只在明确说明时加入。紧生成的 Hausdorff 空间称为 k-空间。
关系 C � U 按定义 9.4.4 的覆盖条件理解，不表示 C 必为紧集。固定母集 X 后，

空集族的交为 X。全文使用选择公理；它与乘积紧性的关系见第 6.2.1 小节。
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第一章

集合、映射与实数
在分析中，我们借助数与距离讨论极限、连续性。本书希望把这些问题推广到更一般的
空间，但在这样做之前，需要先分清论证中用了哪些事实：哪些只是集合与映射的性质，
哪些依赖实数的完备性，哪些又依赖能否把所需对象排成一个序列。
本章围绕这三件事准备语言和工具。集合运算将用于处理开集族，逆像将用于描述

连续性；上确界与闭区间套让逐步逼近确实得到一个点；可数性则帮助我们判断，什么
时候能够用一列对象完成这样的逼近。

1.1 集合、映射与关系

后面我们不仅要研究一个集合 X 中的点，还要指定哪些子集是开集。因此需要区分三
个层次：x ∈ X 是一个点，A ⊆ X 是点的集合，而一族这样的 A 又构成 P(X) 的子集。
这里

P(X) = {A : A ⊆ X}

称为 X 的幂集。特别地，∅ 没有元素，{∅} 则有一个元素，二者不同。
写“满足某个条件的所有对象”时，还要确认这些对象属于一个已经给定的集合。对

既定的 X，性质 P 可以确定子集 {x ∈ X : P (x)}；但不能不加限制地将所有满足 P

的对象组成集合。例如，若 R = {x : x /∈ x} 是集合，询问 R 是否属于自身，就得到
R ∈ R ⇐⇒ R /∈ R。问题不在某一步计算，而在一开始就允许了这样的集合。
对集族 {Aj}j∈J，点属于其并，表示它至少属于某个 Aj；属于其交，则表示它属于

每个 Aj。以后遇到任意并与任意交，都可以回到这两个量词来判断。空集族的并是 ∅；
若已经固定母集 X，空集族的交规定为 X，因为其中没有一个条件会排除 X 中的点。
未指定母集时，我们只讨论非空集族的交。
由这些元素判定条件可以得到集合运算的基本规则。以后我们会反复用它们把关于

开集的命题转化为关于闭集的命题。

命题 1.1.1 (集合运算). 对非空指标集 J，有

A ∩
⋃
j

Bj =
⋃
j

(A ∩Bj), A ∪
⋂
j

Bj =
⋂
j

(A ∪ Bj),

X \
⋃
j

Bj =
⋂
j

(X \Bj), X \
⋂
j

Bj =
⋃
j

(X \Bj),

X ×
⋃
j

Bj =
⋃
j

(X × Bj), X ×
⋂
j

Bj =
⋂
j

(X × Bj).
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证明. 例如，x ∈ A ∩
⋃

j Bj 表示 x ∈ A，且对某个 j 有 x ∈ Bj，这恰好等价于 x ∈⋃
j(A ∩ Bj)。对第二个等式，若 x ∈ A，它自动属于右侧每个 A ∪ Bj；若 x /∈ A，则两
边都要求 x 属于每个 Bj。
取补集相当于否定元素条件：“不存在一个 j 使 x ∈ Bj”就是“对每个 j，x /∈ Bj”，

由此得到第三个等式；将“每个”否定成“至少一个”，得到第四个等式。最后两个等
式则对有序对 (x, y) 使用相同判断：第一坐标属于 X，第二坐标分别属于某个或每个
Bj。

有了集合，我们还需要比较不同集合中的点。映射 f : X → Y 指定定义域 X、陪域
Y，并给每个 x ∈ X 指定唯一的值 f(x) ∈ Y。实际取到的值组成像 f(X)，它未必是整
个陪域：例如 x 7→ x2 作为 R→ R 的映射，其像是 [0,∞)。
若还给定 g : Y → Z，就可以先用 f，再用 g，得到 (g ◦ f)(x) = g(f(x))。注意复合

式中右边的映射先作用；中间的集合 Y 保证 f(x) 是 g 能够接受的输入。恒等映射记为
1X : x 7→ x。直接代入定义可得

f ◦ 1X = 1Y ◦ f = f, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

我们用交换图记录复合映射的相等关系：从同一起点到同一终点的任意两条有向路径，
其对应的复合映射相同。例如，下列两图分别表示 h = g ◦ f 和 g ◦ f = k ◦ l。

X Y

Z

f

h
g

X Y

W Z

f

l g

k

(1.1.1)

图 1.1.1 的三角形把直接从 X 到 Z 的 h 与途经 Y 的复合比较，四边形则比较途经
Y 和途经 W 的两条路径。交换性说的是最终输出相同，并不要求各箭头可逆。
如果希望 f 只是给元素换一个名称，我们还要排除两种情况：两个不同的输入被合

成同一个输出，或者陪域中有元素没有被取到。这分别对应下面的单射性与满射性。

定义 1.1.2 (单射、满射与双射). 若映射 f : X → Y 满足由 f(x) = f(x′) 可推出
x = x′，则称它是单射；若每个 y ∈ Y 都能写成某个 x ∈ X 的像 f(x)，则称它是满
射；同时为单射和满射的映射称为双射。

这两个条件同时成立，恰好保证映射可以反向进行。

定理 1.1.3 (逆映射). 映射 f : X → Y 是双射，当且仅当存在映射 g : Y → X，使
g ◦ f = 1X 且 f ◦ g = 1Y。这样的 g 唯一，记为 f−1。

证明. 若 f 为双射，满射性保证对每个 y ∈ Y 可以找到原像，单射性保证这一原像唯
一。令 g(y) 等于这个原像，就得到了定义在整个 Y 上的映射。于是 f(g(y)) = y；对
x ∈ X，f(x) 的唯一原像正是 x，所以 g(f(x)) = x。
反过来，若存在这样的 g，则由 f(x) = f(x′) 可得

x = g(f(x)) = g(f(x′)) = x′,

而 y = f(g(y)) 给出了每个 y 的原像。因此 f 是双射。最后，若 g, h 都是逆映射，则

g = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = h,

2



所以逆映射唯一。

接下来不必要求 f 可逆。给定输出端的一个集合 B ⊆ Y，我们仍然可以询问：哪些
输入被映入了 B？这些输入组成

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B},

称为 B 的逆像。例如对平方映射，f−1({1}) = {−1, 1}，尽管平方映射没有逆映射。因
此，f−1(B)中的 f−1 是集合运算记号，并不预先断言存在一个从 Y 到 X 的逆映射。以
后用逆像描述连续性时，这一区分始终有效。

命题 1.1.4 (像与逆像). 对 A ⊆ X 和 B ⊆ Y，有

f(A) ⊆ B ⇐⇒ A ⊆ f−1(B), A ⊆ f−1(f(A)), f(f−1(B)) ⊆ B.

像与逆像运算都保持包含关系，并且

f
(⋃

j

Aj

)
=
⋃
j

f(Aj),

f−1
(⋃

j

Bj

)
=
⋃
j

f−1(Bj),

f−1
(⋂

j

Bj

)
=
⋂
j

f−1(Bj),

f−1(Y \B) = X \ f−1(B).

证明. 第一个等价关系的两边都表示：对每个 a ∈ A，有 f(a) ∈ B。分别取 B = f(A)

和 A = f−1(B)，便得到后面的包含关系。若 A ⊆ A′，则 A 中点的像也都是 A′ 中点的
像；若 B ⊆ B′，则满足 f(x) ∈ B 的点也满足 f(x) ∈ B′，故这两种运算都保持包含。
对并集的像，y ∈ f(

⋃
j Aj)意味着存在某个 x ∈ Aj 使 y = f(x)，这等价于 y ∈ f(Aj)

对至少一个指标成立。逆像的等式更加直接：例如

x ∈ f−1
(⋂

j

Bj

)
⇐⇒ 对每个j, f(x) ∈ Bj ⇐⇒ x ∈

⋂
j

f−1(Bj).

将“对每个”换成“对某个”，得到并的公式；对条件 f(x) ∈ B 取否定，得到补集的公
式。

这里值得注意，像的公式只写了并，没有把交和补集照搬过去。仍以平方映射为例，
取 A = {1}、A′ = {−1}，则 f(A ∩ A′) = ∅，而 f(A) ∩ f(A′) = {1}。两个像相交，并
不意味着得到同一输出的输入也相同；逆像始终是在检查同一个输入 x，所以没有这一
困难。这也是我们以后用逆像来定义连续性的一个原因。
限制映射 f |A : A→ Y 限制的是定义域，映射 f ◦ : X → f(X) 限制的则是陪域。前

者减少允许的输入，后者保持每个输入的值而去掉未被取到的输出，因而 f ◦ 总是满射。
接下来暂时放宽“每个输入恰有一个输出”的要求。像 x ≤ y 这样的关系，同一个 x

可以与多个 y 发生关系；等价关系也有这一特点。将所有发生关系的有序对收集起来，
就得到统一的集合描述。

3



定义 1.1.5 (关系). 从 X 到 Y 的关系是子集 R ⊆ X×Y。其逆关系为 Rop = {(y, x) :
(x, y) ∈ R}。对 S ⊆ Y × Z，定义

S ◦R = {(x, z) :存在y ∈ Y 使xRy 且ySz}.

恒等关系为 idX = {(x, x) : x ∈ X}。

关系 R ⊆ X × Y 是某个映射的图像 f∗ = {(x, f(x)) : x ∈ X}，当且仅当每个 x 都恰
与一个 y 发生关系。关系的复合满足

idY ◦R = R = R ◦ idX , T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R, (S ◦R)op = Rop ◦ Sop.

结合律两边都表示存在 y, z，使 xRy、ySz 和 zTw 同时成立，所以括号只改变检查这
些条件的先后，并不改变结果。恒等关系要求前后两个点相同，因而插入它不改变关系。
将一条复合关系反向读取时，先反向经过 S，再反向经过 R，这解释了最后一式中次序
的颠倒。把关系取成映射的图像，就回到了前面的映射复合。
最后，空集也包含在这些约定中。从 ∅ 到任意集合都有唯一的映射，因为没有输入

需要指定输出；从非空集合到 ∅ 则不存在映射，因为任取一个输入都无法找到输出。

1.2 实数公理

集合与映射的语言不会区分 Q 和 R 中的“空隙”。但在分析中，逐步逼近所产生的极
限必须实际存在：例如将满足 x2 ≤ 2 的非负有理数越取越大，候选的终点并不在 Q 中。
我们需要一个超出四则运算的条件，保证这样的逼近不会走出所研究的数系。
实数构成一个完备有序域。这里“有序”表示域运算与全序相容：a ≤ b时有 a+ c ≤

b+ c，非负数的积仍非负；“完备”则是说，每个非空有上界的子集 A ⊆ R 都有最小上
界，记为 supA。如果 s = supA，那么一方面 a ≤ s 对所有 a ∈ A 成立，另一方面每个
ε > 0 都能找到 a ∈ A 使 s− ε < a。后一条保证 s 没有取得过大，是后面选择逼近点的
依据。
对非空有下界集合，相应地下确界满足 infA = − sup(−A)，其中 −A = {−a : a ∈ A}。

全文约定 N = {0, 1, 2, . . .}，绝对值记为 |x| = max{x,−x}。
先看完备性的一项直接后果。我们希望用 1/n 作为越来越细的刻度，就必须知道自

然数可以超过任意给定的实数；否则 1/n 会一直大于某个正数，不能真正逼近零。得到
这一点后，把实数放进相邻整数之间，再缩放刻度，就能在任意两个不同实数之间放入
一个有理数。

命题 1.2.1 (阿基米德性与有理数的稠密性). 对每个 x ∈ R，存在 n ∈ N使 x < n。N
的每个非空子集都有最小元。每个 x ∈ R 都有唯一的整数 [x] 满足 [x] ≤ x < [x] + 1，
且任意两个不同实数之间都存在有理数。

证明. 若 N 有上界，完备性给出 M = supN。由于 M − 1 不是上界，存在 n ∈ N 使
M − 1 < n；但 n+ 1 ∈ N 且 M < n+ 1，与 M 是上界矛盾。因此自然数无上界。
自然数的良序性来自归纳法：若非空的 A ⊆ N没有最小元，则 0 /∈ A；若 0, . . . , n−1

都不在 A，n 也不能在 A，否则它就是最小元。归纳可知 A 为空，矛盾。
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现在选取正整数 M > |x|。在 −M, . . . ,M 中，至少有 −M ≤ x；取其中不超过 x 的
最大整数 k，就有 k ≤ x < k + 1。若另一个整数也满足这一条件，两个整数之差至少为
一将导致矛盾，因此 [x] = k 唯一。
最后给定 a < b，取正整数 n 使 1/n < b− a。我们把 a 向右移到刻度为 1/n 的下一

个格点，即令 m = [na] + 1。于是

a <
m

n
≤ a+

1

n
< b.

这就构造出了所需的有理数，而不仅仅说明它存在。

现在回到本节开始的平方根问题。我们不预先使用平方根函数的连续性，而把所有
平方不超过 2 的非负实数放在一起，考察它们的最小上界。需要检查的是：这个上界既
不可能平方偏小，也不可能平方偏大。

命题 1.2.2 (2 的正平方根). 存在唯一的正实数 b 满足 b2 = 2。

证明. 令 A = {x ≥ 0 : x2 ≤ 2}。由于 1 ∈ A，且 2 是 A 的上界，b = supA 存在并满足
1 ≤ b ≤ 2。
若 b2 < 2，我们试着把 b 向右移动一个小量 δ。由

(b+ δ)2 = b2 + 2bδ + δ2 ≤ b2 + (2b+ 1)δ (0 < δ < 1),

只要再令 (2b+ 1)δ < 2− b2，就有 b+ δ ∈ A，与 b 是上界矛盾。
若 b2 > 2，则应向左移动。取 0 < δ < b 且 2bδ < b2 − 2，得到

(b− δ)2 = b2 − 2bδ + δ2 > 2.

在非负数上，平方随数值严格递增，所以每个 x ∈ A 都满足 x < b − δ。这说明比 b 小
的 b− δ 已经是上界，与最小性矛盾。因此 b2 = 2。平方的严格递增性同时给出正根的
唯一性。

前面用完备性补出了一个具体的数。更一般地，若把实直线分成左、右两部分，且左
边每个数都小于右边每个数，我们希望两部分之间也不会留下一个缺失的分界位置。取
左半部分的上确界，正好能够找到这个位置。

命题 1.2.3 (戴德金完备性). 设 A,B 非空，A∪B = R，并且对任意 a ∈ A, b ∈ B 都
有 a < b。则存在 c ∈ R，使得或者 A = (−∞, c)、B = [c,∞)，或者 A = (−∞, c]、
B = (c,∞)。

证明. 任取 b ∈ B，它是 A的上界，因此 c = supA存在。若 x < c却不在 A，则 x ∈ B，
从而所有 a ∈ A 都小于 x，这与 c 是最小上界矛盾。所以 (−∞, c) ⊆ A。若 x > c，它
不可能属于 A，故 (c,∞) ⊆ B。
假设还保证 A ∩ B = ∅，因为公共点会满足 x < x。于是只剩下 c 本身属于哪一部

分的问题：c ∈ A 给出第二种情形，c ∈ B 给出第一种情形。

接下来把“越来越接近”写成序列的语言。若对每个 ε > 0，都存在 N，使 n ≥ N

时有 |xn − a| < ε，就称序列 (xn) 收敛到 a，记作 xn → a。这里“最终落在”强调的是
从某一项起所有项都落在 (a− ε, a+ ε) 中，而不只是有无穷多项落在其中。
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极限必唯一：若 a 6= b 都是极限，取 ε = |a− b|/3，则以 a, b 为中心、半径为 ε 的两
个区间不相交，但充分靠后的 xn 又应同时位于二者之中，矛盾。由阿基米德性可得

1

n
−→ 0, 0 ≤ x− [nx]

n
<

1

n
(n ≥ 1),

所以 [nx]/n→ x，每个实数都是有理数序列的极限。前面有理数的稠密性说任意小区间
里都能找到有理数，这里则把这些近似依次排成了一列。
我们还会用另一种逐步逼近：先把目标限制在一个闭区间中，再不断缩小允许的区

间。每一步都能选出非空区间，还不足以在任意数系中保证最后有公共点；在 R 中，完
备性正是保证这一点的条件。若区间的长度同时趋于零，就不会留下两个不同的候选点。

定理 1.2.4 (闭区间套定理). 若 [a0, b0] ⊇ [a1, b1] ⊇ · · · 是非空有界闭区间套，则其交
非空。若另有 bn − an → 0，则其交恰为一个点。

证明. 由于区间嵌套，左端点不能向左移动，右端点不能向右移动。我们希望找到一个
点，它不小于每个左端点，又不大于每个右端点；因此取

c = sup{an : n ∈ N}.

这组左端点非空且被 b0 所界，所以上确界存在。固定 n：若 m ≤ n，则 am ≤ an ≤ bn；
若 m ≥ n，则 am ≤ bm ≤ bn。因此 bn 是所有左端点的上界，从而 an ≤ c ≤ bn。这对每
个 n 都成立，故 c 在所有区间中。
若 d 也是公共点，则对每个 n 有 |c− d| ≤ bn − an。当右端趋于零时，只能有 c = d；

不要求长度趋于零时，公共部分可以仍是一个非退化区间。

1.3 可数集

上一节用一列有理数逼近任意实数，也用一列嵌套区间确定一个点。这些论证都有同一
个特点：所需操作可以依次排成第零步、第一步、第二步，因而能用自然数编号。以后
研究邻域时，我们也会问，是否只需依次检查一列邻域，就能代替检查所有邻域。
这就需要区分两类无限集：有些可以逐个列出，有些则无论怎样列总会漏掉元素。比

较集合大小时，我们不关心元素本身是什么，而关心能否把它们一一配对。

定义 1.3.1 (等势与可数集). 若集合 X,Y 之间存在双射，则称它们等势。空集或与
某个 n ≥ 1 对应的集合 {0, . . . , n − 1} 等势的集合称为有限集；与 N 等势的集合称
为可数无限集。有限集与可数无限集统称为可数集。

对非空集合，把元素逐个列出并允许重复，是判定可数性的一个方便方法。

定理 1.3.2 (可数性的单射与满射判定). 对非空集合 X，下列条件等价：X 可数；存
在单射 X → N；存在满射 N→ X。

证明. 若 X 非空且可数，它可以单射到 N，也可以列成覆盖全部元素的序列：X 无限时
使用定义中的双射，X 有限时先列完所有元素，再重复其中一个。因此存在满射 N→ X。
反过来，设 j : X → N 是单射。X 与 j(X) 等势，所以只需说明自然数的子集可数。

如果 j(X) 无限，就每次选尚未列出的最小元素。这个过程不会终止，而且不会永远跳
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过某个 m ∈ j(X)，因为 m 前面只有有限个自然数。于是它给出 j(X) 的枚举，证明了
X 可数；有限情形直接成立。
最后，若已知满射 g : N→ X，同一个元素可能出现多次，但可以给它指定第一次出

现的位置：

x 7−→ min{n ∈ N : g(n) = x}.

满射性和自然数的良序性保证这个位置存在，不同元素的首次位置又不相同，故这是一
条到 N 的单射。

具体构造时，很少直接猜一个复杂集合到 N 的双射。更方便的办法是先用有限串自
然数给对象编码，再把这些编码列成一列。比如一个有理数由整数分子与正整数分母确
定，一个多项式由有限多个系数确定。下面的规则把这些操作统一起来；后面构造拓扑
基也会反复用到它们。

命题 1.3.3 (可数集的基本运算). 可数集的子集与映射像仍可数。有限个可数集的积
可数，可数个可数集的并也可数。特别地，Q、一个可数集的全体有限子集，以及全
体实代数数都是可数集。

证明. 可数集的子集仍能使用原来的自然数编号，所以可数。若 X 非空可数，取一个列
出全部元素的序列 x0, x1, . . .，则 f(x0), f(x1), . . . 列出了 f(X)；空集情形直接成立。
对积，我们先给二元组编码。由素因数分解的唯一性，(m,n) 7→ 2m3n 将 N2 单射到

N；再逐次合并坐标，就得到有限积的结论。对可数并
⋃

n∈N Xn，选取单射 jn : Xn → N，
再把 x编成 (n, jn(x))，其中 n是使 x ∈ Xn 的最小指标。第一坐标指明使用哪个集合的
编号，第二坐标在该集合内区分元素，因此这确实是单射。这里对所有 n 同时选取 jn，
使用了可数个可数集的通常选择原则。
整数可按 0, 1,−1, 2,−2, . . . 列出。将有理数唯一写成分母为正的既约分数，便把 Q

单射到 Z×{1, 2, . . .}。对一个可数集 X，每个有限子集都能由某个有限元组 (x1, . . . , xk)

得到；连同空元组给出的空集，全体有限子集是
⋃

k≥0 X
k 的像，所以可数。

同样地，有理系数多项式由有限串有理数确定，因此只有可数个。每个非零多项式
只有有限个实根，全体实代数数就是这些有限根集的可数并，因而可数。

有理数虽然在实直线上稠密，却仍可以逐个列出；这说明“每个小区间都能遇到它”
不等于“和实数一样多”。现在给定任意实数序列，我们反过来利用逐步选择：第 n 步
避开第 n 项，同时把可能的位置限制在一个更小的闭区间中。完备性将保证，避开全部
项的要求最后由一个真实的点实现。

定理 1.3.4 (Cantor). R不可数。更一般地，对任意集合 X，不存在满射 X → P(X)。

证明. 给定 [0, 1] 中的序列 x0, x1, . . .。先置 I−1 = [0, 1]；已选出非退化闭区间 In−1 后，
可以在其中找到一个避开 xn 的非退化小闭区间 In，并使其长度不超过 2−n。这样的选
择总能进行，因为从一个非退化区间去掉一点后，至少还有一段非空开区间。
由定理 1.2.4，

⋂
n≥0 In 中存在点 x。对每个 n，x ∈ In 而 xn /∈ In，所以 x 不等于序

列中的任何一项。由定理 1.3.2，[0, 1] 不可数；其超集 R 也不可数。
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一般结论使用同样的“逐项造成不同”的思想。给定 f : X → P(X)，我们构造一个
子集 A，使它在元素 x 处与 f(x) 恰好作出相反的选择：

A = {x ∈ X : x /∈ f(x)}.

若 A = f(a)，在 a 处就有 a ∈ A ⇐⇒ a /∈ A，矛盾。因而 A 不属于 f 的像，f 不可能
满射。这里 A 从已知的集合 X 中选出，不涉及本章开头那种不受限制的集合构造。

证明两个集合等势时，双射未必容易直接写出；但一个方向的单射往往只需给对象
找到一种编码。如果两个方向都能编码，我们希望把它们拼成一一对应。困难在于不能
任意选一部分用 f、其余用 g−1，否则两个部分可能占用同一个输出。下面沿着 f, g 交
替作用的链来划分集合，正是为了避免这种冲突。

定理 1.3.5 (Bernstein–Schröder). 若存在单射 f : X → Y 和 g : Y → X，则 X,Y 等
势。

证明. 先看哪些点不能使用 g−1：恰好是 A0 = X \ g(Y ) 中的点。我们只好在这些点上
使用 f。但若 x ∈ A0 已经占用了 f(x)，点 g(f(x)) 就不能再使用 g−1，否则也会映到
f(x)；所以它也应使用 f。如此继续，令

An+1 = g(f(An)), A =
⋃
n≥0

An,

再定义

h(x) =

f(x), x ∈ A,

g−1(x), x /∈ A.

由于 X \ A ⊆ g(Y )，第二行使用的是单射 g : Y → g(Y ) 的逆映射，因而有定义。
现在核对两部分的输出。对每个 y ∈ Y，有

g(y) ∈ A ⇐⇒ y ∈ f(A).

从右到左由 g(f(An)) = An+1 得到；从左到右则注意 g(y) /∈ A0，所以它属于某个
An+1 = g(f(An))，再由 g 的单射性得到 y ∈ f(An)。于是

g−1(X \ A) = Y \ f(A).

两部分的像恰好互不相交并覆盖 Y，而 f |A 与 g−1|X\A 各自都是到相应像的双射。因此
h 是双射。

图 1.3.1 给出上述链的开头，箭头明确标出所用的映射，因而不会混淆应使用哪个逆
映射：

x0 y0 x1 y1 · · ·f g f g (1.3.1)

其余分支可能是圈、双向无限链，或从 Y \ f(X) 出发的链。h 的定义统一处理了这些
情形。
有了双向单射判定，我们可以比较 R 与自然数的幂集。子集 A ⊆ N 相当于一串“选

或不选”的决定；把这些决定写成实数的数位，就能将 A 编成实数。不过直接使用二进
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制会碰到 0.1000 · · · = 0.0111 · · · 这样的重复表示。改用三进制的 0, 2两个数位，就能使
首次不同的数位压过全部后续数位，避免这一冲突。
反过来，一个实数由它左边的全部有理数唯一确定。将这两种编码分别写出来，就

无需猜一个直接的双射。

定理 1.3.6 (连续统与自然数幂集). R 与 P(N) 等势。

证明. 对 A ⊆ N，定义

u(A) =
∑
n∈A

2

3n+1
.

部分和递增且不超过 1，所以由实数完备性收敛，u 有定义。若 A,B 首次在指标 k 处
不同，不妨设 k ∈ A \B，则

u(A)− u(B) ≥ 2

3k+1
−
∑
n>k

2

3n+1
=

1

3k+1
> 0.

所以 u : P(N) → R 是单射。注意这里允许的数位只有 0, 2；通常三进制展开的另一种
表示若含有数位 1，并不属于这组编码。
反过来，令 v(x) = {q ∈ Q : q < x}。若 x < y，由有理数的稠密性可取 x < q < y，

则 q ∈ v(y) 而 q /∈ v(x)，因此 v : R → P(Q) 是单射。选一个双射 e : N → Q，则
B 7→ e−1(B) 给出 P(Q) 与 P(N) 的双射。应用定理 1.3.5，得到所需等势关系。

用 |X| ≤ |Y | 表示存在单射 X → Y，则双向单射定理说明这确实符合“大小相等”
的含义。映射 x 7→ {x} 将 X 单射到 P(X)，而 Cantor 定理排除了二者等势，故

|X| < |P(X)|, |R| = |P(N)|.

本笔记沿用记号 ω = |N|、c = |R|。连续统假设断言：不存在严格介于二者之间的基数。
1

1若 ZFC 相容，则连续统假设独立于 ZFC。这里仅保留这一历史背景，后文不使用这个独立性结果，
也不在本书中证明它。
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第二章

实直线与平面的拓扑
我们先在熟悉的实直线和平面上观察拓扑问题。一个集合是否包含趋近它的点，一段连
续变化能否越过某个值而不取到它，一个有界点列能否总避开所有极限，这些问题分别
把我们引向闭集、连通性与紧性。
本章仍然使用实数和欧氏距离，以便看清每个概念的来路。到最后，我们还会遇到

一条填满正方形的连续曲线：这提醒我们，连续映射可以把不同的点重合起来；若要表
达两个空间真正具有相同的拓扑性质，需要进一步要求它是同胚。

2.1 实直线的拓扑

先考虑 (0, 1) 与 [0, 1] 的差别。序列 1/(n + 2) 的每一项都在 (0, 1) 中，极限 0 却不在
其中；对 [0, 1]，这样的极限不会走出集合。我们希望先用序列描述这种区别，再把它改
写为点附近小区间的性质。后一种描述不需要先谈序列，将是以后定义一般拓扑的出发
点。

定义 2.1.1 (实直线上的闭集、开集与邻近点). 若 F ⊆ R 中每个收敛序列的极限仍
属于 F，则称 F 为闭集；补集为闭集的集合称为开集。包含以 x 为中心的某个开区
间的集合，称为 x 的一个邻域。若 x 的每个邻域都与 A 相交，则称点 x 是 A 的邻
近点。

这里的邻域不必本身就是开区间，也不必是开集；只要它含有点附近的一整段小区
间即可。邻近点则允许点本身已经在 A 中，例如常值序列说明每个 a ∈ A 都应该被计
入。我们接下来要验证，这种“任意靠近都能遇到 A”的说法与“能由 A 中的序列逼
近”确实相同。

命题 2.1.2 (开集与邻近点的局部判定). 子集 U ⊆ R 为开集，当且仅当每个 x ∈ U

都属于某个包含在 U 中的开区间。又，x 是 A 的邻近点，当且仅当存在 A 中的序
列收敛到 x。因此，一个集合为闭集，当且仅当它包含自身的全部邻近点。

证明. 若 U 开，但某个 x ∈ U 附近没有小开区间包含于 U，就可以对每个 n ≥ 0 选取

xn ∈
(
x− 1

n+ 1
, x+

1

n+ 1

)
\ U.

于是 xn → x，而所有 xn 都在闭集 R \ U 中，矛盾。这个构造说明：局部条件失败时，
可以把失败的位置逐次选成一个收敛序列。
反过来，假设 U 的每个点附近都有小开区间包含于 U。若 R \ U 中的序列收敛到

x ∈ U，它最终就会落入这样一个区间，矛盾。因此补集包含其内部序列的全部极限，U

是开集。
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若 x 是 A 的邻近点，则每个上述小区间都与 A 相交；从中选取 an，便有 an → x。
反之，若 an ∈ A 且 an → x，那么 x 的任意邻域包含一个以 x 为中心的小开区间，序
列最终落入其中，所以邻域与 A 相交。结合闭集的定义，就得到最后的刻画。

因此，xn → x 也可以表述为：序列最终落在 x 的每个邻域中。取子列不会改变“最
终”这一性质，所以每个子列也收敛到 x。
我们再检查这些集合在运算下的表现。若序列的项都属于一族闭集的交，其极限就

属于其中每个闭集，因而属于交。若序列的项位于有限个闭集的并中，至少有一个闭集
包含其中无穷多项；按递增指标取出这个子列，它与原序列极限相同，于是极限属于该
闭集，也属于并。这证明了任意闭交与有限闭并仍闭。取补集并使用命题 1.1.1，可知任
意开并与有限开交仍开。

∅ 和 R 都既开又闭，因此“开”与“闭”并不互斥；它们也不穷尽所有集合，例如
[0, 1) 既不开也不闭。上面的“有限”不能随意去掉：⋂

n≥1

(−1/n, 1/n) = {0}

不是开集。每个区间都容许一定半径，但这些半径可以趋于零，交集便不再留有任何小
区间。
有了集合一侧的“接近”，再看映射如何保持它。对 D,E ⊆ R与 a ∈ D，称 f : D → E

在 a 连续，是指给定任意 ε > 0，总能找到 δ > 0，使

x ∈ D, |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

也就是说，先规定输出允许的误差，再限制输入与 a 的距离。若这一条件成立，任何向
a 逼近的序列都应被映成向 f(a) 逼近的序列；反过来，若连续性失败，也应能把失败的
输入排成一列。

定理 2.1.3 (连续性的序列判定). 设 D,E ⊆ R。映射 f : D → E 在 a ∈ D 连续，当
且仅当由 D 中的 xn → a 可以推出 f(xn)→ f(a)。

证明. 先设 f 在 a连续。给定 ε > 0，选连续性对应的 δ；若 xn → a，则最终 |xn−a| < δ，
从而最终 |f(xn)− f(a)| < ε。这正是 f(xn)→ f(a)。
若 f 不连续，否定量词后得到某个固定的 ε0 > 0：无论 δ 多小，都能找到 x ∈ D 使

|x− a| < δ 而 |f(x)− f(a)| ≥ ε0。逐次取 δ = 1/(n+1) 并选出这样的 xn，便有 xn → a，
但像序列始终没有进入以 f(a) 为中心、半径为 ε0 的区间。因此保持序列极限也保证连
续。

现在考察区间中从一点走向另一点时会遇到什么。如果把区间中的点染成两种颜色，
且两种颜色都出现，我们希望找到一个位置，使任意小的邻域都同时遇到两种颜色。区
间没有缺口，正是在这里起作用。
谈到区间 I 的相对闭集时，我们只要求 I 中的极限留在该子集中：F ⊆ I 相对闭，

是指 F 中的序列若收敛到 I 中的点，极限仍属于 F。相对开集是它在 I 中的补集；由
前面的局部判定，它等价于形如 I ∩ U 的集合，其中 U 在 R 中开。这一区分允许端点
在整个实直线上不是内点，却仍有相对于区间的邻域。
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定理 2.1.4 (区间与介值性). 若区间 I 是两个非空子集 A,B 的并，则 I 中有一点
同时是二者的邻近点。特别地，I 不能分成两个不相交的非空相对闭集。连续映射
f : [a, b]→ R 取得 f(a) 与 f(b) 之间的每个值；每个连续映射 f : [a, b]→ [a, b] 都有
不动点。

证明. 若 A ∩ B 6= ∅，交集中的点已经满足要求。否则选 a ∈ A, b ∈ B，必要时交换两
集合的名称，使 a < b。由于 I 是区间，[a, b] ⊆ I。我们从左边的 A 出发，取它在这段
区间中能够达到的最右位置

c = sup(A ∩ [a, b]).

上确界的逼近性质保证 c 是 A 的邻近点。若 c < b，则 (c, b] 中不可能再有 A 的点，因
此全属于 B，从右边趋近 c 就证明它也是 B 的邻近点；若 c = b，则 b ∈ B 已经给出这
一点。故共同邻近点始终属于 I。若 A,B 还相对闭，它们就都必须包含 c，所以不可能
是不相交的非空分割。
对介值性，不妨设 f(a) < p < f(b) 并假设 f 取不到 p。令

A = {x ∈ [a, b] : f(x) < p}, B = {x ∈ [a, b] : f(x) > p}.

它们非空、不相交且并为 [a, b]。若 xn ∈ A 收敛到 x ∈ [a, b]，连续性给出 f(x) ≤ p；又
因 p 不在像中，实际有 f(x) < p，故 A 相对闭。同理 B 相对闭，与刚才的结论矛盾。
另一种等价的读法是：分别从 A,B 取序列趋近它们的公共邻近点 c，由定理 2.1.3 同时
得到 f(c) ≤ p 与 f(c) ≥ p，所以 f(c) = p。
最后，若 f : [a, b] → [a, b] 连续，令 g(x) = f(x) − x，则 g(a) ≥ 0、g(b) ≤ 0。端点

取零时已得不动点，否则介值性给出 g(c) = 0，也就是 f(c) = c。

区间的完整性还会控制点列。有界序列未必自身收敛，例如 (−1)n 来回跳动；但它
不能把所有项都分散到互不接近的位置。我们可以每次只保留含有无穷多项的半区间，
再在这些越来越小的区间里按顺序挑点。这样既能让所选点靠近同一个位置，又能保证
得到的确实是子列。

定理 2.1.5 (Bolzano–Weierstrass). 有界闭区间中的每个序列，都有一个子列收敛到
该区间中的点。

证明. 若区间退化成一个点，结论直接成立。否则将它二等分；若两个闭半区间都只含
序列的有限多项，整个区间就只含有限多项，所以至少一个半区间含有无穷多项。保留
它并重复操作，得到嵌套闭区间 Ik，其长度不超过原区间长度的 2−k 倍。
由于每个 Ik 都含有无穷多项，在已经选定 nk−1 后，仍能找到 nk > nk−1 使 xnk

∈ Ik。
由定理 1.2.4，这些区间有唯一公共点 x，且

|xnk
− x| ≤ length(Ik) −→ 0.

因此所得子列收敛到原闭区间中的点。

若 K 中每个序列都有子列收敛到 K 中的点，就称 K 序列紧。这里“极限在 K 中”
不可省略，例如 (0, 1) 中的 1/(n+2) 虽然在实直线上有极限，却不能在 (0, 1) 中找到收
敛子列的极限。
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还可以不先选子列，而直接描述它可能趋向的位置。若对任意 N，都存在 n ≥ N 满
足 xn ∈ U，称序列经常落在 U 中；若它经常落在点 x 的每个邻域中，就称 x 为序列的
聚点。这里不要求最终所有项都在邻域里，只要求无论扔掉多少前项，仍有后面的项进
入它。
在 R 中，聚点恰好是子列的极限。确实，若 x 是聚点，可依次在 (x− 1/(k+1), x+

1/(k + 1)) 中选择指标严格递增的项，所得子列趋于 x；反过来，一个趋于 x 的子列保
证原序列经常落在 x 的每个邻域中。极限一定是聚点，但 (−1)n 有聚点 −1, 1，却没有
极限。
我们已经用点列描述了有界闭集的性质。现在换一个看法：用很多开区间把集合盖

住，能否只留下有限个区间仍盖住全部点？这里一族集合的覆盖是指它们的并包含所研
究的集合，有限子覆盖则要求从原来那一族中选取有限个，不能另外换成更大的区间。
这个要求把“每个点附近可以做一件事”变成了“只需有限处就能完成”。下面证明

它在实直线上与序列紧性相同；以后即使序列不再足以描述整个空间，开覆盖仍能用于
定义紧性。

定理 2.1.6 (实直线上的 Heine–Borel 定理). 对 K ⊆ R，下列条件等价：

1. K 有界且闭；

2. K 中的每个序列在 K 中都有聚点；

3. K 序列紧；

4. K 的每个开区间覆盖都有有限子覆盖。

证明. 空集满足全部条件，以下可以设 K 6= ∅。若 K 有界且闭，定理 2.1.5 给出实直线
中的收敛子列，闭性保证极限在 K 中，故 K 序列紧。反过来，若 K 无界，可选 |xn| > n，
任何子列仍无界而不可能收敛；若 K 不闭，则有 K 中的序列趋于集合外一点，其任意
子列也趋于该点，由极限唯一性，不可能另收敛到 K 中的点。聚点与子列极限的等价
性证明了条件 (2) 与 (3) 等价，因而前三个条件等价。
我们先证明闭区间 [a, b] 具有有限子覆盖性质。给定开区间覆盖 U，令

S = {t ∈ [a, b] : [a, t] 可由U 中有限个区间覆盖}.

由于某个覆盖区间含 a，S 非空；令 c = supS。取 U ∈ U 与 η > 0使 (c− η, c+ η) ⊆ U。
由上确界的逼近性质，可选 t ∈ S 满足 t > c− η/2。覆盖 [a, t] 的有限个区间再加上 U，
便能覆盖到 min{b, c + η/2}。若 c < b，这将得到比 c 更大的 S 中元素，矛盾。因此
c = b；同一有限族还覆盖 [a, b]，所以端点也没有遗漏。
任意开集覆盖都可在每个被覆盖点处细化为小开区间覆盖，再将选出的有限小区间

各自放回原覆盖成员。因此刚才的结论同样适用于开集覆盖。若 K ⊆ [a, b] 闭，就在 K

的覆盖中补入开集 R \K，得到 [a, b] 的开覆盖；取有限子覆盖后去掉补入的那个集合，
剩下的成员仍覆盖 K。这证明了 (1) 推出 (4)。
最后设 (4) 成立。对覆盖 {(−n, n) : n ≥ 1} 取有限子覆盖，可知 K 有界。若 K 不

闭，取其邻近点 x /∈ K，并考虑所有形如

(−∞, x− 1/n), (x+ 1/n,∞), n ≥ 1

13



的开区间；它们覆盖 R \{x}，因而覆盖 K。但任取有限个，设其中最大的指标为 N，则
它们的并避开 [x− 1/N, x+ 1/N ]。由于 x 是 K 的邻近点，这一小区间里仍有 K 的点，
故不可能得到有限子覆盖。矛盾证明了 K 闭。

序列紧性现在可以帮助我们把“接近想要的值”变成“确实取得这个值”。例如，上
确界只保证函数值可以越来越接近它；若对应的输入点有收敛子列，连续性就能把这个
上确界变成某一点的函数值。同样地，如果两列输入点距离越来越近，而输出却始终相
隔一个固定量，序列紧性也会迫使它们在某个子列上趋于同一点，产生矛盾。

定理 2.1.7 (最值与一致连续性). 非空序列紧集 K ⊆ R 上的连续实函数取得最大值
与最小值，并且一致连续。

证明. 先证明 f 有上界。若没有，可选 xn ∈ K 使 f(xn) > n，再由序列紧性取 xnk
→

x ∈ K。连续性给出 f(xnk
)→ f(x)，与 f(xnk

) > nk →∞ 矛盾。对 −f 作同样论证，得
到下界。
令 M = sup f(K)。对每个 n，可选 xn ∈ K 使 M − 1/(n + 1) < f(xn) ≤ M。再次

取 xnk
→ x ∈ K，由连续性得到 f(x) = M。对 −f 重复这一过程，得到最小值。

一致连续要求给定 ε > 0 后，可以选同一个 δ > 0 控制 K 中任意一对点，而不是让
δ 依赖所选中心。若此条件失败，则存在固定的 ε0 > 0，并可选 xn, yn ∈ K，使

|xn − yn| <
1

n+ 1
, |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0.

取子列 xnk
→ x ∈ K。由

|ynk
− x| ≤ |ynk

− xnk
|+ |xnk

− x| −→ 0

可知对应的 ynk
也趋于 x。因此两列函数值都趋于 f(x)，它们的差不可能一直大于等于

ε0。

闭集不一定是若干区间的简单拼接。我们最后构造一个闭集，使它不含任何一小段
开区间，却仍有足够多的点连续映满 [0, 1]。关键是每次留下左右两种选择：区间越来越
短，但无限次选择仍可形成很多不同的地址。

例 2.1.8 (Cantor 集). 从 C0 = [0, 1] 出发，每一步都从保留的每个区间中去掉中间
的开三分之一，得到

Cn =
2n⋃
i=1

F n
i ,

其中 F n
i 是两两不相交、长度为 3−n 的闭区间。Cantor 集定义为 C =

⋂
n≥0 Cn。它

有界且闭，因而序列紧；它的内部为空。

图 2.1 中，每一层都是有限个闭区间的并，所以 Cn 闭，进而 C 闭。要看它没有内
部，若某个非退化区间 J 包含于 C，则对每个 n 都有 J ⊆ Cn。区间 J 不能跨越两个
F n
i 之间被删掉的空隙，因此只能落在一个 F n

i 中，其长度便不超过 3−n。令 n 增大即
得矛盾。
现在把留下的点逐个描述出来。每个 x ∈ C 在每一步都属于唯一一个保留区间；用

εn = 0 表示第 n 步选左侧，εn = 1 表示选右侧，就得到地址 (εn)n≥1。反过来，任意这
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图 2.1: 三分 Cantor 集构造的最初几步。

样的地址给出一列长度趋于零的嵌套闭区间，由定理 1.2.4 确定唯一一点。每次选右侧
就给左端点增加 2 · 3−n，因此

x =
∑
n≥1

2εn3
−n.

这与定理 1.3.6 中的编码是同一构造，只是这里同时看到了各数位对应的区间。
接下来保留同一串地址，把三进制的 0, 2 改读成二进制的 0, 1，定义

q : C → [0, 1], q(x) =
∑
n≥1

εn2
−n.

对任意 t ∈ [0, 1]，取一个二进制展开 t =
∑

n≥1 εn2
−n，就能用同一地址构造满足 q(x) = t

的点。端点 t = 1 使用全部为 1 的展开，其余数的展开可由逐次二分 [0, 1] 得到，故 q

满射。虽然二进制展开可能不唯一，但这是在为给定 t 选择原像；定义 q(x) 时，x 的左
右地址已经唯一，所以映射仍然良定义。
为证明连续性，先给定 ε > 0，取 n ≥ 1 使 2−n < ε。第 n 层保留的有限个闭区间之

间有正的最小间隙，取 δ 小于这个间隙。若 x, y ∈ C 且 |x− y| < δ，它们就只能落在同
一个第 n 层区间中，地址的前 n 位相同，于是

|q(x)− q(y)| ≤
∑
k>n

2−k = 2−n < ε.

因此 q连续，甚至一致连续。它并非单射：1/3的地址为 0, 1, 1, . . .，2/3的地址为 1, 0, 0, . . .，
二者都映到 1/2。这说明连续满射可以把一个处处没有小区间的集合映成整个区间，原
像和像不必具有同样的形状。

2.2 平面的拓扑

实直线上用小区间测量接近程度，平面和 RN 中则用小球。前一节的大部分证明只用到
距离越来越小，以及从序列中逐次选取子列，因此可以沿用。真正需要先检查的是：分
别控制每个坐标，是否就能同时控制整个点的位置？
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以下维数 M,N 均取正整数。对 x = (x1, . . . , xN)，记

‖x‖ =

(
N∑
i=1

x2
i

)1/2

, B(x, r) = {y ∈ RN : ‖x− y‖ < r}.

序列 x(n) 收敛到 x 是指 ‖x(n)− x‖ → 0。我们用圆括号中的 n 记录序列指标，用下标
i 记录坐标，因此第 n 项的第 i 个坐标是 x(n)i。闭集仍指包含其中收敛序列极限的集
合，开集仍是闭集的补集；连续性的 ε–δ 定义则把绝对值换成相应维数的欧氏范数。

命题 2.2.1 (坐标判定). RN 中的序列收敛，当且仅当每个坐标都收敛。映射 f : D ⊆
RN → E ⊆ RM 连续，当且仅当它保持序列极限；这又等价于每个坐标函数 fi 连续。
子集 U ⊆ RN 开，当且仅当对每个 x ∈ U，存在 r > 0 使 B(x, r) ⊆ U。

证明. 对任意 v ∈ RN，有

max
i
|vi| ≤ ‖v‖ ≤

√
N max

i
|vi|.

左边说明整个向量趋于零时，每个坐标都趋于零。反过来，若每个坐标都趋于零，给定
ε > 0 后，可以使第 i 个坐标最终小于 ε/

√
N；由于坐标只有有限个，取这些起始指标

的最大值，就使所有坐标同时满足要求，右边不等式便给出范数小于 ε。
连续性与保持序列极限的等价性沿用定理 2.1.3的反证构造：若在 a不连续，就可在

B(a, 1/(n+1))∩D 中选出输入，使输出与 f(a) 的距离始终不小于某个固定正数。得到
序列判定后，再对输出序列使用刚才的坐标结论，即知 f 连续当且仅当每个 fi 连续。
最后，若开集 U 的某个点 x 附近没有球包含于 U，从每个 B(x, 1/(n+ 1)) \ U 中选

一点，就得到补集中的序列趋于 x，矛盾。反过来，若每个 x ∈ U 附近有这样的球，补
集中的序列便不可能趋于 U 中的点，所以 U 开。这就是命题 2.1.2 在小球语言下的证
明。

特别地，收敛意味着序列最终落在极限点附近的每个开球中，也等价于最终落在包
含该点的每个开集中。
这个证明中，有限个坐标允许我们取有限个起始指标的最大值。接下来选收敛子列

时也使用同一有限性：先照顾第一坐标，再从已经选出的子列中照顾第二坐标，如此进
行到第 N 个坐标。继续取子列不会破坏先前坐标的收敛，所以最后能够兼顾所有坐标。

定理 2.2.2 (欧氏空间中的序列紧性). 对 K ⊆ RN，有界且闭、序列紧，以及每个序
列在 K 中都有聚点这三个条件等价。这样的非空 K 上的连续实函数取得最值；从
K 到 RM 的连续映射一致连续。

证明. 设 K 有界且闭。对其中一个序列，每个坐标序列都在某个有界闭区间内，所以可
用定理 2.1.5：先取第一坐标收敛的子列，再从中取第二坐标收敛的子列，依次直到第
N 个坐标。由命题 2.2.1，最终子列在 RN 中收敛；闭性保证其极限仍在 K 中。
若 K 无界，选择 ‖x(n)‖ > n 即得到没有收敛子列的序列；若 K 不闭，按闭集定义

可以找到趋于集合外一点的序列，极限唯一性排除了收敛到 K 内一点的子列。这里聚
点仍指序列经常落在该点的每个邻域中。在 B(x, 1/(k+ 1)) 中逐次选取递增指标，得到
“聚点是子列极限”；反方向由子列收敛直接得到，因此三个条件等价。
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连续实函数的最值证明与定理 2.1.7完全使用相同的步骤：先用输入点的收敛子列排
除函数无界，再对趋于上、下确界的函数值选对应输入点。对映射 f : K → RM，若不
一致连续，则可选 x(n), y(n) ∈ K，使

‖x(n)− y(n)‖ → 0, ‖f(x(n))− f(y(n))‖ ≥ ε0 > 0.

取 x(nk) → x ∈ K 后，三角不等式使 y(nk) 也趋于 x，连续性又使两个像序列都趋于
f(x)，矛盾。

有了有限维空间中的收敛，我们可以严谨地研究曲线的逐步构造。这里的曲线只指
有界闭区间上的连续映射，不要求单射，也不要求可微。若脑中始终把曲线想成光滑的
一根线，就容易多加上定义里没有的限制。
我们希望让曲线覆盖整个正方形。一个有限步骤不可能靠依次画过若干条线段就覆

盖它，但可以先要求曲线访问四个小正方形，再访问每个小正方形里的四个更小正方形，
如此不断细分。为了使极限连续，这些访问次序不能每层随意重排：相邻的参数小区间
必须对应相邻的小正方形，而且下一层的选择必须包含在上一层的选择之内。图 2.2 表
示的正是这两种相容要求。

定理 2.2.3 (Peano 曲线). 存在连续满射 γ : [0, 1] → [0, 1]2，从而也存在连续满射
C → [0, 1]2。

证明. 记 Q = [0, 1]2。在第 n 层，将 [0, 1] 等分为 4n 个闭区间

Ini = [i4−n, (i+ 1)4−n], 0 ≤ i < 4n,

并将 Q 分成同样数目的边长为 2−n 的小正方形。我们先给出正方形访问次序的准确递
归，这样就不必仅凭图来判断所有层都能衔接。
从左下角进入、右下角离开的 U 形次序，对应四个缩小映射

H0(x, y) = (y/2, x/2), H1(x, y) = (x/2, (y + 1)/2),

H2(x, y) = ((x+ 1)/2, (y + 1)/2), H3(x, y) = (1− y/2, (1− x)/2).

它们的像按次序是左下、左上、右上、右下四个小正方形；首尾两个映射还改变了方
向，使各小图的出口与下一幅小图的入口相接。令 S0

0 = Q。若第 n 层已经按次序排为
Sn
0 , . . . , S

n
4n−1，下一层依次排成

H0(S
n
0 ), . . . , H0(S

n
4n−1), H1(S

n
0 ), . . . , H1(S

n
4n−1), . . . ,

最后一组是 H3 的像；这就定义了 Sn+1
i 。等价地，用四进制数字依次选择 H0, . . . , H3，

将长度为 n 的数字串对应到这些映射复合后的 Q。
这个递归保留两种相容性。首先，每个数字串后面再加一位，就把原来的正方形分

成四个，因此

In+1
j ⊆ Ini ⇐⇒ Sn+1

j ⊆ Sn
i .

其次，相邻指标的正方形共边。同一组内部由归纳假设得到；两组交界处则由上面的四个
公式直接核对。更具体地，若第 n层边长为 h，首格总是 [0, h]2，末格总是 [1−h, 1]×[0, h]。
把末格代入 Hj、首格代入 Hj+1，便得到共一条边的两格。这同时说明递归后的首格和
末格仍有刚才的形式，归纳可以继续。图 2.2 正是这一排列的前三层。
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现在给定 t ∈ [0, 1]，选择一列包含 t 的嵌套参数区间。对应的正方形也嵌套；对两个
坐标分别用定理 1.2.4，得到公共点，再由直径

√
2 2−n → 0 得到唯一性。将这个点定义

为 γ(t)。
还需检查细分端点处的选择不会改变结果。若 t 同时属于两个小区间，在每一层的

两种选择至多相差一个指标；对应正方形相同或共边，其并的直径不超过
√
5 2−n。因而

两种嵌套选择产生的点之间的距离对每个 n 都不超过这个量，只能是同一点。故 γ 良
定义。
同一估计也给出连续性：若 |s − t| < 4−n，就可选取包含它们的同一或相邻小区间，

从而

‖γ(s)− γ(t)‖ ≤
√
5 2−n.

给定输出误差 ε > 0，先使右端小于 ε，再取输入误差 4−n 即可。
最后检查满射性。给定 z ∈ Q，逐层选择包含 z 的嵌套小正方形；若 z 在分割边界

上，任取一支并继续在该正方形内选择即可。对应的参数区间也嵌套，故有公共点 t。
γ(t) 与 z 都在每一个选定的小正方形里，而它们的直径趋于零，所以 γ(t) = z。因此 γ

是连续满射。再与例 2.1.8 中的 q : C → [0, 1] 复合，得到连续满射 γ ◦ q : C → Q。

图 2.2: 前三次细分中相互相容的正方形排列。

因此，“连续曲线的像”不能直接理解为一维的细线：定义只约束相近参数的像要相
近，允许不同参数对应同一个点。Cantor 集到区间、区间到正方形的连续满射都利用了
这种余地。
若要说两个空间只是以不同方式表示同一个拓扑对象，就需要可以反向恢复每个点，

而且反向恢复也不能破坏接近关系。首先要求双射解决点的一一对应，再要求逆映射连
续。

定义 2.2.4 (同胚). 若映射 f : D → E 为双射，且 f 与 f−1 都连续，则称它为同胚
映射，相应的两个空间称为同胚。等价地，存在连续映射 f : D → E、g : E → D，
满足 gf = 1D 和 fg = 1E。
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例 2.2.5 (区间、凸区域与穿孔平面的同胚). 映射

x 7−→ (2 arctanx/π, 0)

是从 R 到 (−1, 1)× {0} 的同胚；逆映射为 (t, 0) 7→ tan(πt/2)。
闭圆盘、正方形、菱形和三角形彼此同胚。可以选择各自的内部中心，使每条从中心
发出的线段对应到另一个区域中同方向的线段，并按比例伸缩长度。
穿孔平面 R2 \ {0} 分别与 {x : ‖x‖ > 1}、{x : 0 < ‖x‖ < 1} 同胚：写 x = ru，其中
r > 0、‖u‖ = 1，分别作径向变换 r 7→ r + 1 与 r 7→ r/(1 + r)。

径向构造需要核对的不只是双射，还包括中心处的连续性。将一个区域 K 的内部中
心平移到原点，记方向 u ∈ S1 上到边界的距离为 ρK(u) > 0。对单位闭圆盘中的 ru，定
义

F (0) = 0, F (ru) = rρK(u)u (0 < r ≤ 1).

每条射线上的线性伸缩给出双射，逆映射为 su 7→ (s/ρK(u))u。对圆盘，ρK 为正常数。
对含原点于内部的凸多边形，可以把它写成有限个半平面的交

K =
m⋂
j=1

{x : 〈aj, x〉 ≤ bj}, bj > 0,

由此得到

ρK(u)
−1 = max

1≤j≤m

〈aj, u〉
bj

.

右边连续，而且在每个方向都为正，否则整条射线都留在多边形中，与有界性矛盾。因
此 ρK 连续。区域中存在以原点为中心的一个小圆盘，并包含于某个大圆盘，所以 ρK
有正的下界和有限上界。于是 F 与逆映射在非零点由公式连续，在中心处则分别由

‖F (ru)‖ ≤ r sup ρK , ‖F−1(su)‖ ≤ s/(inf ρK)

得到连续。这就补足了径向伸缩的同胚证明，也说明区域有棱角并不妨碍同胚。
对穿孔平面的两个例子，中心已去掉，无需检查中心处；半径变换的逆分别为 s 7→

s− 1 与 s 7→ s/(1− s)，它们在对应半径区间上连续，方向 u 保持不变，因此两个映射
及其逆都连续。
并不是所有常见图形都能这样对应。非退化开区间、非退化闭区间与闭圆盘两两不

同胚：紧性将开区间与后两者区分开；去掉一个内点会使闭区间不连通，但从闭圆盘中
去掉任意一点，剩余空间仍道路连通。后一事实可以先直观地看成“在圆盘内绕开这个
点”，准确论证则是：对任意两个剩余点，选一个圆盘内点，使它不在这两个点与被删点
各自确定的直线上，连接它们的两段线段便避开被删点。存在这样的内点，因为两条直
线不能覆盖圆盘的内部。关于连通性、紧性及同胚如何保持它们，将在第 五 章和第 七
章中系统说明。
到这里，很多证明已经不再依赖平面的坐标，只需要距离、三角不等式和小球。下一

章将把这些共同条件抽取成度量空间，使同样的思路能够用于函数与序列等更一般的对
象。
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第三章

度量空间
前一章中，我们借助实数和欧氏空间讨论了收敛、连续与序列紧性。若把点换成连续函
数，坐标未必还适用，但“两个对象相差多少”仍可以用一个非负数来测量。我们先抽
取距离满足的规则，再考察两个不同的问题：彼此越来越接近的点列是否一定有极限，
以及任意点列能否选出一个收敛子列。前一个问题引出完备性，后一个问题还需要全有
界性；将它们与开覆盖联系起来，也就为下一章摆脱距离的限制作好了准备。

3.1 度量、开集与闭集

在 RN 中，判断 xn 是否趋于 x，可以逐个检查坐标，也可以只看 ‖xn− x‖ 是否趋于零。
后一种写法不必知道点有多少个坐标。例如，对于两个连续函数，我们可以比较它们在
各点的差，再用最大的差或者差的积分来测量接近程度。我们希望把这些对象放在同一
个框架中，因而先问：关于距离的哪些性质真正参与了证明？距离为零应当能辨认出同
一个点；交换两点不应改变距离；经由第三点的两段路程应当能够控制直接的距离。这
就是下面三条要求。

定义 3.1.1 (度量空间). 集合X上的度量是映射 d : X×X → [0,∞)，满足：d(x, y) = 0

当且仅当 x = y；d(x, y) = d(y, x)；d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)。二元组 (X, d) 称为度
量空间。将度量限制在 Y × Y 上，得到度量子空间 (Y, d|Y )。

定义并不要求距离一定来自直线长度。下面几类例子分别改变测量方式、改变允许
行走的路径，或者直接把函数和序列作为点。我们要同时留意两件事：给出的公式是否
确实是度量，以及距离很小究竟要求两个对象怎样接近。

例 3.1.2 (常见集合上的度量).

1. 在 R 上，|x − y| 是通常的距离。若先用单射 x 7→ arctanx 把实直线压入
(−π/2, π/2)，再测量像点的距离，就得到 | arctanx − arctan y|。单射保证正
定性，其余两条来自实数绝对值。任意集合上的离散度量规定：当 x 6= y 时
d(x, y) = 1，并令 d(x, x) = 0。它完全不区分不同点之间的远近；半径小于等于
1 的开球只有球心一个点。

2. 在 RN 上，对 1 ≤ p <∞，定义

dp(x, y) =

(
N∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

, d∞(x, y) = max
i
|xi − yi|.
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dp 的三角不等式就是有限维 Minkowski 不等式；对 d∞，逐坐标用 |xi − zi| ≤
|xi − yi| + |yi − zi| 再取最大值即可。p = 1, 2,∞ 分别给出出租车度量、欧氏度
量和 Chebyshev 度量。前者把每个坐标方向的移动量相加，后者只取最大的一
个；因此相同的“距离小于 1”会划出形状不同的区域。

3. 在单位圆或单位球面上，欧氏距离与球面弧长距离 arccos〈x, y〉 都是度量。后者
测量较短的大圆弧长。设两段夹角为 α, β；若 α+β ≥ π，三角不等式立即成立。
若 α+β < π，沿中间点的径向及其正交方向分解两端向量，由 Cauchy–Schwarz
不等式得 〈x, z〉 ≥ cosα cos β − sinα sin β = cos(α+ β)，故 arccos〈x, z〉 ≤ α+ β。
几何上，这正是直接沿较短大圆弧行走，不会比经由第三点更长。

4. 对整数 p ≥ 2 及不同整数 x, y，记 vp(x − y) 为使 pk 整除 x − y 的最大非负整
数 k，并约定 vp(0) = +∞。考虑度量

d(x, y) =
1

vp(x− y) + 1
, d(x, x) = 0.

由 vp(a+ b) ≥ min{vp(a), vp(b)}，可得更强的三角不等式

d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(y, z)}.

这里“接近”不再指通常绝对值很小，而是指差能被很高次的 p 整除。对任意
固定 k，当 n ≥ pk 时，n! 被 pk 整除，所以 d(n!, 0) ≤ 1/(k + 1)。因此，在此度
量下 n! → 0。这一定义对任意整数 p ≥ 2 都成立；p 为素数时，它与通常的 p

进距离产生相同拓扑。

5. 在 C[0, 1] 上，
∫ 1

0
|f − g| 与 d∞(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)| 都是度量。积分度

量的正定性来自连续性：若 f(t0) 6= g(t0)，就在 t0 附近的一个正长度区间上有
|f − g| ≥ c > 0，故积分为正。两种度量的三角不等式分别由逐点三角不等式取
积分与取上确界得到。积分小允许误差集中在很窄的区间里，一致距离小则要
求每一点的误差都小；图 3.2 正是在比较这两种要求。

6. 空间 `2 = {x :
∑

i∈N x(i)
2 <∞} 上的度量为 d(x, y) = (

∑
i |x(i)− y(i)|2)1/2。先

由 |x(i)− y(i)|2 ≤ 2x(i)2 + 2y(i)2 知道这个距离有限。对有限部分和使用有限维
的三角不等式，再令项数趋于无穷，即可验证三角不等式。这里允许无穷多个
坐标，但平方和条件恰好保证距离仍是一个有限实数。

上面用到的 Minkowski 不等式也可以直接从凸性看出。记 A = (
∑

i |ui|p)1/p、B =

(
∑

i |vi|p)1/p；若其中一个为零，结论立即成立。否则取 t = A/(A+B)，则

|ui + vi|
A+B

≤ t
|ui|
A

+ (1− t)
|vi|
B

.

对 p ≥ 1，函数 s 7→ sp 在 [0,∞) 上递增且凸。因此两边取 p 次幂后求和，得到∑
i

|ui + vi|p

(A+B)p
≤ t
∑
i

|ui|p

Ap
+ (1− t)

∑
i

|vi|p

Bp
= 1.
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取 p 次方根，就是 ‖u + v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p。这也补齐了例 3.1.2 中有限维度量和 `2 度
量所依赖的三角不等式。

图 3.1: 沿坐标方向测量的距离与沿球面测量的距离。

图 3.2: 积分度量测量面积，一致度量测量最大的竖直距离。

比较这些例子时，球的形状和数值会改变，但“把允许误差 r 取得更小”始终有意
义。我们因此使用开球 Bd(x, r) = {y : d(x, y) < r}（r > 0），通常简记为 B(x, r)。序列
收敛到 x 是指 d(xn, x)→ 0。若它还趋于 y，则

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y) −→ 0,

所以极限唯一。这个论证只用了三角不等式，确实不再需要坐标。
一个集合若包含 x 周围的整只小球，那么误差足够小的点都不会离开它。我们用邻

域记录这一局部性质，再把在每一点都有此性质的集合叫作开集。

定义 3.1.3 (邻域、开集与闭集). 若子集 U 包含以 x 为中心的某个开球，则称它是
x的邻域。若一个集合是其每个点的邻域，则称它为开集；补集为开集的集合称为闭
集。

每个开球都是开集：若 y ∈ B(x, r)，则 B(y, r − d(x, y)) ⊆ B(x, r)。因此，开集恰
为开球的并。空集与全空间是开集，任意个开集的并仍开，有限个开集的交也开，后者
只需取有限个半径中的最小值。注意邻域不要求本身是开集，例如 [−1, 1] 是 0 的邻域；
开集则要求每个点都留有一小圈余地。图 3.3 中的三个单位球虽形状不同，下面关于邻
域与收敛的论证完全相同。
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图 3.3: 平面中度量 d1, d2, d∞ 对应的单位开球。

命题 3.1.4 (序列判定). 序列收敛到 x，当且仅当它最终落在 x 的每个邻域中，也等
价于最终落在包含 x 的每个开集中。集合 U 开，当且仅当每个收敛到 U 中一点的
序列都最终落在 U 中。一个集合闭，当且仅当它包含其中所有收敛序列的极限。

证明. 先看极限。若 d(xn, x)→ 0，任何包含 B(x, r) 的邻域都最终包含 xn；反过来，把
邻域取为各个 B(x, ε)，就得到距离趋于零。由于每个邻域都包含一个开邻域，用全部开
邻域判定也一样。
若 U 开，xn → x ∈ U，则 U 是 x 的邻域，所以 xn 最终在 U 中。为证逆向，我们需

要把“没有整只小球留在 U 内”改写成一个序列：若 x ∈ U 不是内点，对每个 n 选择

xn ∈ B(x, 1/(n+ 1)) \ U.

这样 xn → x，却没有任何一项属于 U，与条件矛盾。
若 F 闭而其中一列点趋于 x /∈ F，开邻域 X \ F 要求序列最终离开 F，矛盾。若 F

不闭，则 X \ F 中有一点 x 不是其内点。沿用刚才的选点方法，得到 F 中趋于 x 的序
列，因而序列条件也不成立。

给定任意子集 A，我们可以从两个方向整理它：在里面尽量取一个开集，得到那些
周围还有余地的点；在外面尽量取一个闭集，把所有能由 A逼近的点补进去。前者叫内
部，后者叫闭包。两种处理之间剩下的部分就是边界：无论把视野缩得多小，都同时能
看见 A 和它的补集。

定义 3.1.5 (内部、闭包与边界). A 的内部 A◦ 是包含于它的所有开集的并；A 的闭
包 A 是包含它的所有闭集的交。边界定义为 ∂A = A \ A◦。
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由定义有 A◦ ⊆ A ⊆ A、(A◦)◦ = A◦ 和 A = A。集合开或闭，分别等价于它等于自身
的内部或闭包。更具体地，

x ∈ A◦ ⇐⇒ A 是x 的邻域,

x ∈ A ⇐⇒ B(x, r) ∩ A 6= ∅ 对任意r > 0

⇐⇒ 存在A 中的序列收敛于x.

当 A 6= ∅ 时，最后一个条件也等价于 infa∈A d(x, a) = 0。若某个开球避开 A，它的补集
就是包含 A 的闭集，这给出闭包的开球判定；再在 A ∩B(x, 1/n) 中逐次选点，便得到
序列判定。取补集可得

A◦ = X \X \ A, A = X \ (X \ A)◦, ∂A = A ∩X \ A.

因此，边界点可以分别用集合内外的序列逼近，且 ∂A = ∂(X \ A)。例如，Q◦ = ∅、
Q = R、∂Q = R。
有了闭包，我们可以从另一角度看连续性。若 x 能用 A 中的点逼近，连续映射应当

使 f(x)也能用 f(A)中的点逼近；这写成 f(A) ⊆ f(A)。再把这一条件改写成逆像条件，
就能从连续性的定义中去掉距离，只保留距离所确定的开集。

定理 3.1.6 (度量空间中的连续性). 对度量空间之间的映射 f : X → Y，下列条件等
价：在 ε–δ 意义下连续；保持序列极限；对每个 A ⊆ X 都有 f(A) ⊆ f(A)；闭集的
逆像为闭集；开集的逆像为开集。在一点 x 处，连续性也等价于：对 f(x) 的每个邻
域 V，存在 x 的邻域 U，使 f(U) 包含于其中。

证明. 连续映射保持序列极限：给定像空间中的误差 ε，连续性给出定义域误差 δ，而收
敛序列最终满足后一误差。反过来，若 f 在 x不连续，就存在 ε0 > 0，使每个 B(x, 1/n)

中都能选到 xn 满足

dY (f(xn), f(x)) ≥ ε0.

于是 xn → x 而 f(xn) 不趋于 f(x)，违背保持序列极限的条件。
若映射保持序列极限，对 x ∈ A 选 an ∈ A、an → x，便有 f(an) → f(x)，故

f(x) ∈ f(A)。若闭包条件成立，对闭集 F ⊆ Y 取 A = f−1(F )，则

A ⊆ f−1(f(A)) ⊆ f−1(F ) = A.

因此闭集的逆像是闭集。逆像与补集可交换，所以这也等价于开集的逆像是开集。
最后，若开集的逆像开，则 f−1(B(f(x), ε)) 是 x 的开邻域，因而包含某个 B(x, δ)。

于是 dX(x, y) < δ 蕴含 dY (f(x), f(y)) < ε，回到了连续性的定义。逐点的邻域说法也是
同一件事：先在 V 中取像点的小球，再用连续性找到能映入它的球；反过来把 V 取为
任意 ε 球即可。

度量子空间中的开球满足 BY (y, r) = Y ∩BX(y, r)。因此，它的开集与闭集分别是子
空间与母空间开集、闭集的交；对 A ⊆ Y，有 clY A = Y ∩ clX A。但相对内部未必等于
子空间与母空间内部的交，Y = {0} ⊆ R 就给出反例。
确实，{0} 在 Y 中是全空间，因而是开集；在 R 中却没有内点。同一个集合是否有

内部，必须连同正在使用的母空间一起理解。相对闭包的公式则说明：先在母空间补齐
极限点，再只保留属于 Y 的那些点，与直接在子空间中取闭包一致。
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现在可以通过所产生的开集，比较同一集合上的不同距离。

定义 3.1.7 (等价度量). 同一集合上的两个度量若确定相同的开集，就称它们等价。

等价地，它们有相同的收敛序列及极限；也等价于任一度量的每个球都包含另一
度量的某个同心球。将定理 3.1.6 用于两个方向的恒等映射，即得这些等价性。例如，
d′ = min{d, 1} 仍是度量，因为 min{a+ b, 1} ≤ min{a, 1}+ min{b, 1}。半径小于 1 时两
种球完全相同，所以 d 与 d′ 等价。这说明把所有较大的距离截断，并不改变任何局部
开集。在 RN 上，

d∞ ≤ dp ≤ N1/pd∞,

所以例 3.1.2(2)中的度量都等价。R上的欧氏度量与反正切度量也等价，因为 arctan及
其在 (−π/2, π/2) 上的逆函数都连续。这里比较的是一个点附近的小球，允许所选半径
依赖这个点；它没有提供整个空间统一的距离控制。因此，相同的开集虽然给出相同的
收敛序列及其极限，却未必给出相同的 Cauchy 序列。下一节的 (n) 会把这一区别具体
显示出来。

3.2 完备度量空间

在 Q 中，可以逐次取
√
2 的有限小数近似。越靠后的两项相差越小，但若要求极限仍是

有理数，这个序列就没有极限。问题并不出在逼近过程，而在于空间缺少了应当到达的
点。
如果还不知道极限在哪里，我们便不能直接检验 d(xn, x)→ 0；能够检查的是尾部各

项之间的距离。把“无论允许误差多小，足够靠后的任意两项都在这一误差内”写出来，
就得到 Cauchy 条件。

定义 3.2.1 (Cauchy 序列与完备性). 若对每个 ε > 0，存在 N，使 n,m ≥ N 时都有
d(xn, xm) < ε，则称序列 (xn) 为 Cauchy 序列。若每个 Cauchy 序列都在空间内收
敛，则称该度量空间完备。

若 xn → x，由 d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) 可知序列必是 Cauchy 序列。需要注
意，仅有相邻两项的距离趋于零并不够；例如调和级数的部分和满足这一条件，却不是
Cauchy 序列。定义中控制的是整个尾部任意两项的距离。
完备性与闭性有一个实用联系。若 Y 是完备空间 X 的闭子空间，Y 中的 Cauchy

序列先在 X 中得到极限，再由闭性知极限属于 Y，所以 Y 完备。反过来，即使母空间
不完备，其中的完备子空间 Y 也一定闭：对 x ∈ clX Y 选 yn ∈ Y 趋于 x，则 (yn) 为
Cauchy 序列；它又在 Y 中有极限，而度量极限的唯一性迫使该极限就是 x。先确认实
数中的 Cauchy 序列确实收敛。取误差为 1，便知序列的尾部位于某个有界区间；再加
上前面的有限项，整个序列仍有界。由定理 2.1.5，它有收敛子列，设极限为 a。给定
ε > 0，先使足够靠后的任意两项距离小于 ε/2，再从这些项中选一个距 a 小于 ε/2 的子
列项。三角不等式说明其余足够靠后的项也都距 a 小于 ε。因此整列收敛，R 完备。
欧氏空间中的 Cauchy 序列逐坐标都是实 Cauchy 序列，所以每个坐标都有极限；由

命题 2.2.1，这些坐标合成整个序列的极限。这证明了欧氏空间的完备性。但 (0, 1) 与 Q
在通常度量下不完备。在反正切度量下，arctann→ π/2，所以 (n) 是 Cauchy 序列；若
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它在 R 中有极限 a，就必须有 arctan a = π/2，这是不可能的。另一方面，这个度量与
完备的欧氏度量等价。两者不矛盾：相同开集保证的是已有极限的收敛判定相同，并不
保证两种距离下的 Cauchy 条件相同。因此，完备性是度量性质，不能仅由开集确定。
闭区间套的证明也是不断把候选点限制在更小的集合里。推广到度量空间时，不再

有区间长度，但可以用直径 diamA = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} 控制集合内任意两点的距
离。若嵌套集合的直径趋于零，从每层选出的点就会成为 Cauchy 序列；闭性负责把极
限留在每一层里。

定理 3.2.2 (Cantor 完备性判定). 度量空间完备，当且仅当每个满足 diamFn → 0

的递减非空闭集列 Fn 都有非空交。此时交集恰为一个点。

证明. 设空间完备，选 xn ∈ Fn。若 m ≥ n，则 xm, xn ∈ Fn，从而 d(xm, xn) ≤ diamFn，
所以 (xn) 为 Cauchy 序列。设其极限为 x。对每个固定的 n，尾部所有项都在闭集 Fn

中，故 x ∈ Fn。若 x, y 都属于交集，则 d(x, y) ≤ diamFn 对每个 n 成立，故 x = y。
反过来，给定 Cauchy 序列 (xn)，我们将它的尾部做成闭集套：

Fn = {xm : m ≥ n}.

取闭包不会增大直径。确实，对闭包中的两点分别取原集合中的逼近序列，再对距离取
极限，可得它们的距离不超过原集合的直径。因此，Cauchy 条件给出 diamFn → 0。由
假设选 x ∈

⋂
n Fn；当 m ≥ n 时，xm 与 x 都在 Fn 中，故 d(xm, x) ≤ diamFn，于是

xm → x。

为了求解 f(x) = x，一种直接的尝试是任取 x0，反复计算 xn+1 = f(xn)。但仅仅反
复代入并不能保证收敛。若每次应用 f 都把两点距离压缩到原来的 r 倍，r < 1，则相
邻迭代之间的距离依次至多为 d(x1, x0), rd(x1, x0), r

2d(x1, x0), . . .。这些误差的尾和趋于
零，恰好给出了 Cauchy 条件；这时完备性才把迭代变成一个真正存在的解。

定理 3.2.3 (Banach 不动点定理). 设 X 为非空完备度量空间。若映射 f : X → X

对所有 x, y 满足 d(f(x), f(y)) ≤ rd(x, y)，其中 0 ≤ r < 1，则它恰有一个不动点。

证明. 若 r = 0，则 f 是常值映射，设其值为 c，便有 f(c) = c，且不动点只能是 c。以下设
0 < r < 1。取 x0 ∈ X，令 xn+1 = f(xn)。先由距离估计归纳得到 d(xk+1, xk) ≤ rkd(x1, x0)。
对 m > n，把相邻距离相加，有

d(xm, xn) ≤
m−1∑
k=n

rkd(x1, x0) ≤
rn

1− r
d(x1, x0).

因此 xn → x。给定 ε > 0 时，距离小于 ε/r 的两点，其像的距离小于 ε，所以 f 连续，
故 f(x) = lim f(xn) = limxn+1 = x。若有两个不动点，则满足 d(x, y) ≤ rd(x, y)，从而
必相同。
上面的估计还说明怎样控制迭代误差：固定 n，令 m→∞，得到

d(x, xn) ≤
rn

1− r
d(x1, x0).

所以无论起点怎样选择，迭代都到达同一个不动点，并且可以预先估计需要迭代多少
次。
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接下来我们希望把“不动点”本身取成一个函数。这样，迭代的每一步都是一条新函
数，而应用 Banach 定理以前，先要证明所用函数空间完备。对集合 X，记 `∞(X) 为其
上的全体有界实函数，赋予一致度量 d∞(f, g) = supx |f(x) − g(x)|。有界性保证距离有
限；当 X = ∅ 时，空间只有空函数一个元素，规定它到自身的距离为 0。

命题 3.2.4 (一致度量下的完备性). 空间 `∞(X) 完备。对度量空间 X，有界连续函
数构成的空间 C∗(X) 是其闭子空间，因而也完备。特别地，C[0, 1] 在一致度量下完
备。

证明. 设 (fn) 在一致度量下为 Cauchy 序列。对每个固定的 x，由 |fn(x) − fm(x)| ≤
d∞(fn, fm) 可知实数列 (fn(x)) 为 Cauchy 序列，因而可定义 f(x) = limn fn(x)。现在要
检查：逐点选出的这些极限是否组成一个有界函数，以及收敛是否仍是一致的。
给定 ε > 0，选 N，使对 m,n ≥ N 及所有 x都有 |fn(x)− fm(x)| < ε/2。令 m→∞，

得到

|fn(x)− f(x)| ≤ ε/2 (n ≥ N, x ∈ X).

同一个N 适用于全部 x，所以 fn一致收敛到 f。先取一次 ε = 2，便有 |f(x)| ≤ |fN(x)|+1，
由 fN 有界知 f 也有界。这就证明了 `∞(X) 完备。
若每个 fn 连续，为证 f 在 x 连续，先选 N 使 d∞(f, fN) < ε/3，再利用这个固定函

数 fN 的连续性，取 x 的小邻域，使其中的 y 满足 |fN(x)− fN(y)| < ε/3。于是

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(y)|+ |fN(y)− f(y)| < ε.

这说明 C∗(X)在一致极限下封闭，故为完备空间的闭子空间。[0, 1]上连续函数有界，所
以 C[0, 1] = C∗([0, 1])，最后的结论随之成立。

有了这个函数空间，我们试着构造一个连续却没有有限导数的函数。仅在某几个点
上画尖角不够，因为我们要让每个点附近都出现过陡的差商。一种办法是把同一种折返
图形不断缩小：横向每次缩到 1/3，纵向变化至少保留 1/2，那么在第 n 层，端点差商
就至少具有 (3/2)n 的量级。
困难在于无限次重复以后，是否还得到连续函数。下面把“一次缩小并拼接”写成函

数空间上的压缩映射；它的不动点自动完成所有层的重复。

定理 3.2.5 (连续而处处不可微的函数). [0, 1] 上存在连续且处处不可微的实函数。

证明. 在完备的闭子空间 E = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0, f(1) = 1} 上定义

T (f)(t) =


3

4
f(3t), 0 ≤ t ≤ 1

3
,

1

4
+

1

2
f(2− 3t),

1

3
≤ t ≤ 2

3
,

1

4
+

3

4
f(3t− 2),

2

3
≤ t ≤ 1.

先检查这个操作确实仍落在 E 中。在 t = 1/3 处两侧函数值都是 3/4，在 t = 2/3 处两
侧都是 1/4，而外端点值仍为 0, 1，所以三段能够连续拼接。E 是 C[0, 1] 的非空闭子空
间，因为一致极限保留这两个端点值。又有

d∞(Tf, Tg) ≤ 3

4
d∞(f, g),
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所以存在不动点 h ∈ E。
现在利用 h = Th 看它的小尺度变化。第一层三个区间的端点差分别为 3/4、−1/2

和 3/4。每一段又是整条 h 的纵向缩放和平移，中间一段还反转横向参数。因此，对 n

归纳可知：在每个三进细分区间 [(k − 1)3−n, k3−n] 上，端点差的绝对值都是 n 个因子
的乘积，而各因子为 3/4 或 1/2，故至少为 2−n。对任意 x，选取包含它的上述小区间，
则至少一个端点 tn 满足 |h(tn) − h(x)| ≥ 2−n−1，同时 0 < |tn − x| ≤ 3−n。于是相应差
商的绝对值至少为 1

2
(3/2)n →∞。因此不存在有限导数，在端点处也不存在有限单侧导

数。

上面的构造靠嵌套的小尺度变化得到一个特殊函数。完备性还有一种更一般的用法：
把可数多个要求逐个安排到越来越小的闭球里，最后找一个同时满足所有要求的点。要
实施这一做法，每一步都必须还能在任意小的开区域内继续选点。于是我们先区分“处
处可以找到点”的稠密集，与“任意开区域都能再避开它”的无处稠集。

定义 3.2.6 (稠密、无处稠与第一纲集). 若 D = X，则称子集 D 稠密，等价地，它
与每个非空开集相交。若 (A)◦ = ∅，则称子集 A 无处稠；可数个无处稠集的并称为
稀疏集，也称第一纲集。

稠密开集的补集是无处稠闭集；无处稠集的闭包仍无处稠；稀疏集的子集以及可数
个稀疏集的并仍稀疏。这些事实直接由闭包的单调性得到。因此，我们可以用两种等价
方式表述所需结论。
其中 A 无处稠的条件也可以这样读：对每个非空开集 V，都存在非空开集 W ⊆ V

使 W ∩ A = ∅。因为 V 不能整个包含在 A 中，可以在 V \ A 内选取这样的 W；反过
来，若 A 有非空内部，其中就不可能找到避开 A 的非空开集。这里必须先取闭包：Q
虽然内部为空，却并非无处稠。

定理 3.2.7 (Baire 纲定理). 完备度量空间中，可数个稠密开集的交仍稠密。等价地，
每个稀疏子集的内部为空。非空完备度量空间不是自身的稀疏集。

证明. 设 Un 为稠密开集。为证它们的交稠密，只需从任意给定的非空开集 V 出发，找
到一点同时属于 V 及全部 Un。我们逐步缩小闭球，第 n 步保证以后选出的点都不再离
开前 n 个开集。
由 U1稠密，V ∩U1非空且开，因而可选 x1及 0 < r1 < 1，使闭球 F1 = {x : d(x, x1) ≤

r1} 包含在其中。这里先在开集中选一只开球，再把半径取得更小，就能把整个闭球也
放进去。设 Fn 已选好。B(xn, rn) ∩ Un+1 仍是非空开集，再选择闭球

Fn+1 ⊆ B(xn, rn) ∩ Un+1, 0 < rn+1 < 1/(n+ 1).

这些闭球非空、嵌套，而且 diamFn ≤ 2rn → 0。由定理 3.2.2，交集中有一点；它属于
V ∩

⋂
n Un，完成稠密性的证明。

若 A =
⋃

n An，各 An 无处稠，则 X \An 是稠密开集，所以 X \
⋃

n An 稠密。它包
含于 X \A，故 A 不包含非空开集。反过来，对稠密开集取补集，它们的补集均无处稠；
若其并内部为空，原来开集的交便稠密。非空空间的整个空间是非空开集，因此不能是
自身的稀疏集。
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例 3.2.8 (母空间与 Baire 纲的应用). Cantor 集在 R 中无处稠，但它不是自身的稀
疏集，因为它是非空完备度量空间。可见，母空间会影响结论。有理数集在 R中是可
数个无处稠单点集的并；在 Q 自身中，单点仍然闭且没有内部，所以 Q 在自身中也
稀疏。无理数集在 R中却不是稀疏集，否则把它与 Q相并，会使完备的 R在自身中
稀疏，违背 Baire 纲定理。不存在恰在有理点连续的函数 f : R→ R：对每个 n ≥ 1，
令 Un 由这样的点 x 构成：存在包含 x 的开区间 I，使 sups,t∈I |f(s)− f(t)| < 1/n。
同一开区间内的每个点都满足这个条件，所以 Un 开。连续点属于全部 Un；反过来，
若 x ∈

⋂
n Un，对任意 ε > 0 取 1/n < ε，相应区间内有 |f(t)− f(x)| < ε，故 f 在 x

连续。这样，其连续点集恰为
⋂

n≥1 Un。若这个交等于 Q，则所有 Un 都稠密且开；
对 q ∈ Q，集合 R \ {q} 也稠密且开。把这两族集取交却得到空集，与定理矛盾。

最后回到本节最初的缺口：若一个度量空间不完备，能否像从 Q 到 R 一样，补入缺
少的极限？我们希望保留原有点之间的每一个距离，所以要求原空间通过保距映射进入
新空间。又不希望加入与原空间毫无关系的额外部分，所以要求原空间的像稠密，即每
个新点都能由原来的点逼近。

定义 3.2.9 (完备化). 保持所有距离的映射称为保距映射。X 的完备化是一个完备
度量空间 X̃，以及像稠密的保距映射 j : X → X̃。若存在 L ≥ 0 使 dY (f(x), f(y)) ≤
LdX(x, y)，则称 f : X → Y 满足 Lipschitz 条件。若对每个 ε > 0，存在 δ > 0，使
任意 x, y ∈ X 满足 dX(x, y) < δ 时都有 dY (f(x), f(y)) < ε，则称 f 一致连续；这里
同一个 δ 必须适用于所有点。

如果想把定义在稠密子集上的函数也延伸到新点，就没有自由选择函数值：当 an → x

时，连续性迫使新值为 lim f(an)。这里有两个要检查的问题：像序列是否有极限，以及
换一条逼近序列是否得到相同的值。一致连续性将定义域中的 Cauchy 控制送到像空间
中，完备性再提供极限。仅有逐点连续不够，例如 1/x 在稠密子空间 (0, 1] ⊆ [0, 1] 上连
续，却不能连续延拓到 0。

引理 3.2.10 (稠密子空间上的延拓). 设 A 在度量空间 X 中稠密，Y 完备。每个一
致连续映射 f : A→ Y 都有唯一的连续延拓 f̄ : X → Y。该延拓仍一致连续，并保
留 f 的任意 Lipschitz 常数；若 f 保距，则延拓也保距。

证明. 对 x ∈ X 选 an ∈ A 使 an → x。先确认像序列有极限：给定 ε > 0，由一致连续
性选一个对所有点有效的 δ > 0，而 an 为 Cauchy 序列，所以足够靠后的任意两项相距
小于 δ，其像便相距小于 ε。因此 f(an) 为 Y 中的 Cauchy 序列，由完备性定义

f̄(x) = lim
n

f(an).

若另有 bn → x，则 dX(an, bn) ≤ dX(an, x) + dX(x, bn) → 0。一致连续性给出
dY (f(an), f(bn))→ 0，故两列像的极限相同，定义与逼近序列无关。当 x ∈ A 时，可取
常值逼近序列，所以 f̄(x) = f(x)。
为证延拓仍一致连续，给定 ε > 0，先选 δ > 0，使 A 中距离小于 δ 的任意两点，其

像的距离小于 ε/2。若 dX(x, x
′) < δ/3，选 an → x、bn → x′；当 n 足够大时，由三角
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不等式有 dX(an, bn) < δ。取极限得到

dY (f̄(x), f̄(x
′)) ≤ ε/2 < ε.

同一个 δ/3 控制所有 x, x′，故延拓一致连续。
任何连续延拓 g 都必须满足 g(x) = limn g(an) = limn f(an)，所以等于 f̄。若 f 满足

常数为 L 的 Lipschitz 不等式，对 an, bn 的不等式取极限即得相同常数的估计；若原来
是距离相等，同样取极限得到保距性。

A X

Y

i

f
f̄ (3.2.1)

交换图 3.2.1 表示 f̄ ◦ i = f：先把原来的点看作 X 中的点，再应用延拓，不会改变旧函
数值。唯一性讨论的是这一规定下的延拓，而不是任意两个连续映射都相同。
现在可以在一个已知完备的函数空间中构造完备化，再用延拓引理证明唯一性。
为了构造完备化，我们已经有一个现成的完备空间 C∗(X)。能否把点 a 编码成其中

一个函数，并且从两函数之间的一致距离读出原来的 d(a, b)？最先想到的是距离函数
x 7→ d(x, a)，但它在无界空间上可能不有界。若减去同一个基准距离 d(x, x0)，反三角
不等式便使差值有界；两函数相减时这个基准项又消掉，原距离因此得以保留。

定理 3.2.11 (完备化的存在与唯一性). 每个非空度量空间都有完备化。若 (Y1, j1)与
(Y2, j2) 都是 X 的完备化，则存在唯一的满保距映射 h : Y1 → Y2，满足 hj1 = j2。

证明. 固定 x0 ∈ X，定义 j(a)(x) = d(x, a)− d(x, x0)。两个距离函数都连续，且由反三
角不等式有 |j(a)(x)| ≤ d(a, x0)，所以 j(a) ∈ C∗(X)。再次使用反三角不等式，得到

d∞(j(a), j(b)) = sup
x
|d(x, a)− d(x, b)| = d(a, b),

其中等号在 x = a 处取得。因此，C∗(X) 中的闭子空间 X̃ = j(X) 完备，(X̃, j) 就是一
个完备化。为证唯一性，由引理 3.2.10 延拓 j2j

−1
1 : j1(X)→ Y2 及其逆，得到保距映射

h, k。复合 kh 与 hk 在相应稠密子集上等于恒等映射；由引理中的唯一性，它们在整个
空间上都是恒等映射。

X

Y1 Y2

j1 j2
h

k

X Y1

Y1

j1

j1
kh1Y1

(3.2.2)

交换图 3.2.2 中的 h, k 都由稠密子集上的对应唯一延伸而来。等式 kh = 1Y1 与
hk = 1Y2 不仅说明两空间保距，还说明延拓没有遗漏任何新点：h 必为满射。空度量空
间的完备化可取空空间本身；上面的非空假设只是为了选基点 x0。
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3.3 序列紧度量空间

完备性只处理已经满足 Cauchy 条件的序列。比如 R 完备，但序列 xn = n 根本没有收
敛子列；所以若想使任意序列都有收敛子列，还必须限制点彼此分散的程度。
回想有界区间中的选子列方法：把区间分成有限个小段，总有一段含有无穷多项，再

对这一段继续细分。在一般度量空间中，我们不再切区间，而是用有限只小球覆盖。这
样才能用“有限个容器中至少一个装有无穷多项”的办法不断继续。

定义 3.3.1 (全有界性). 若对每个 ε > 0，度量空间都有一个由半径为 ε 的球构成的
有限覆盖，则称它全有界。

等价地，对每个 ε > 0，空间都有一个由直径不超过 ε 的子集构成的有限覆盖。由球
覆盖得到后一说法，只需使用半径为 ε/2 的球；反过来，先取直径不超过 ε/2 的有限覆
盖，再在每个非空成员中选一点，以它为球心作半径 ε 的球，便包含该成员。
这种等价说法也避免了球心的位置问题。若 Y ⊆ X，将 X 的有限小直径覆盖与 Y

相交，仍是 Y 的有限小直径覆盖；在这些交集中选球心即可。因此全有界性传给任意
子空间，不要求子空间闭。序列紧性可以传给闭子空间；而度量空间中的序列紧子空间
必闭，否则趋于子空间外一点的序列会有子列收敛到子空间内的另一点，违反极限唯一
性。
我们接下来要把“任意序列有收敛子列”与“开覆盖有有限子覆盖”联系起来。对一

个开覆盖，每一点附近都能取小球放进某个覆盖成员，但半径可能随着点改变。若有一
个统一半径，全有界性就会立即给出有限子覆盖。下面的引理正是把逐点选出的半径统
一起来。

引理 3.3.2 (Lebesgue 数引理). 若 X 序列紧，U 是开覆盖，则存在 r > 0，使每个
开球 B(x, r) 都包含在 U 的某个成员中。

证明. 若不存在统一的 r，则对每个 n ≥ 1，可以选择一个使半径 1/n 仍然过大的点 xn，
即 B(xn, 1/n) 不包含于覆盖的任何成员。由序列紧性，取子列 xnk

→ x。选 U ∈ U 包
含 x，再利用开性取 B(x, ε) ⊆ U。
当 k 足够大时，球心 xnk

到 x 的距离小于 ε/2，而球半径 1/nk 也小于 ε/2。三角不
等式于是给出

B(xnk
, 1/nk) ⊆ B(x, ε) ⊆ U,

与这些球的选取矛盾。这里序列紧性使所有失败的球心聚集到一个点，才得以用该点的
一个开邻域同时控制它们。

现在这两个条件共同给出度量空间紧性的三种等价形式：覆盖条件、度量条件和序
列条件。

定理 3.3.3 (度量空间的紧性). 对度量空间 X，下列条件等价：

1. 每个开覆盖都有有限子覆盖；

2. X 完备且全有界；

3. X 序列紧。
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证明. (1) ⇒ (2)：对全体半径为 ε 的球构成的开覆盖应用 (1)，就得到全有界性。为证
完备，使用 Cantor 判定。若非空递减闭集 Fn 的直径趋于零，但

⋂
n Fn = ∅，则开集

X \ Fn 覆盖 X。任何有限多个这样的开集之并，都等于其中指标最大的一个，不能覆
盖非空的相应 Fn，所以没有有限子覆盖，矛盾。定理 3.2.2 因而给出完备性。

(2)⇒ (3)：给定序列 (xn)。用有限个半径 1 的球覆盖 X，至少有一只球包含无穷多
个序列项的指标，记这些指标组成 I1。再用有限个半径 1/2 的球覆盖，从 I1 中保留无
限子集 I2，使这些项同在其中一球。继续得到

I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ,

且 Ik 对应的点同在一只半径 1/k 的球中。逐次选 nk ∈ Ik 并要求 nk+1 > nk；这能够做
到，因为各 Ik 无限。对 j, ` ≥ k，所选两项的指标都属于 Ik，所以

d(xnj
, xnℓ

) < 2/k.

所得子列为 Cauchy 序列，再由完备性得到收敛。两项条件的作用在这里分开了：全有
界性负责选出 Cauchy 子列，完备性负责给它极限。

(3)⇒ (1)：先说明序列紧性迫使 X 全有界。否则存在 r > 0，任何有限个半径 r 的
球都不能覆盖 X。从任意 x1 出发，可以逐次选

xn+1 /∈
⋃
i≤n

B(xi, r).

所得各点的两两距离至少为 r，因而任何子列都不是 Cauchy 序列，更不可能收敛，矛
盾。
对给定开覆盖，由引理 3.3.2 取统一半径 r，再由全有界性取有限个半径 r 的球覆盖

X。为每只球选一个包含它的原覆盖成员，这有限多个成员就是所需子覆盖。

例 3.3.4 (有界、全有界与完备的区别). 无限集配备离散度量后直径为 1，所以有界；
然而半径 1/2 的每只球只有一点，有限只球无法覆盖它，所以不全有界。事实上它
还完备，因为其 Cauchy 序列最终只能停在同一点。这说明“完备且有界”仍不足
以替代“完备且全有界”。R 上的反正切度量全有界，因为它将空间保距地对应到
(−π/2, π/2)，但它不完备。对例 3.1.2 中 Z 上的整除度量，若两整数属于同一个模
pk 的剩余类，其差被 pk 整除，距离就不超过 1/(k + 1)。模 pk 只有有限个剩余类，
而 k 可以任意大，所以 Z 全有界。这里得到的是任意精度的有限覆盖，并没有因此
断言空间完备。

在一般拓扑空间中，我们将用覆盖条件定义紧性。它与序列紧性的等价依赖于度量
假设，不能不加证明地推广到一般情形。
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第四章

拓扑空间
度量给出了距离的数值，但判定连续映射时，我们最后只检查开集的逆像。于是可以继
续问：若只保留哪些集合是开的，还能讨论多少已有的性质？本章从开集公理出发，重
新建立邻域、闭包和连续性，再用基把庞大的开集族化成较容易操作的数据。最后我们
会发现，序列在一般空间中不足以描述所有闭包点；把自然数指标换成能够适应邻域的
定向集，便得到网。

4.1 拓扑、邻域、内部与闭包

定理 3.1.6 已经把连续性写成“开集的逆像仍开”。如果两个度量产生相同开集，它们就
无法用连续映射来区分；这提示我们，研究连续性时可以直接指定开集，而不必先选一
个距离。
当然，不能任意把一些子集叫作开集。度量开集总对任意并和有限交封闭：前者表

示每个点可以各自找到小邻域，后者表示有限多个局部要求能够同时满足。我们把这些
在证明中真正用到的规则留下来，作为新的出发点。

定义 4.1.1 (拓扑). 集合 X 上的一个拓扑是子集族 O ⊆ P(X)，它包含 ∅, X，并且
对有限交与任意并封闭。二元组 (X,O) 称为拓扑空间；O 的成员称为开集，开集的
补集称为闭集。

等价地，闭集族包含 ∅, X，且对有限并与任意交封闭。由命题 1.1.1，对这些集合取
补即可恢复开集。若 O1 ⊆ O2，则称拓扑 O1 比 O2 粗，相应地称 O2 更细。

例 4.1.2 (几类基本拓扑).

1. 平庸拓扑是 {∅, X}，离散拓扑是 P(X)；它们分别是 X 上最粗与最细的拓扑。

2. 度量 d 产生拓扑 Od。若一个空间的拓扑是某个度量 d 所产生的 Od，则称该空
间可度量化。

3. Sierpiński 空间 2 的底集为 {0, 1}，开集为 ∅, {1}, {0, 1}。它允许用开集将 1 与
0 区分开，却没有只包含 0 的非空真开集。这种不对称性已经说明一般拓扑比
度量拓扑更宽泛。

4. R 上的右拓扑由 ∅,R 以及射线 (a,∞) 构成；闭集为 ∅,R 以及 (−∞, a]。例如
x的开邻域只限制左端点小于 x，不会限制向右延伸多远；所以这与通常的实直
线拓扑不同。
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5. X 上的有限补拓扑由 ∅ 以及补集有限的集合组成；将“有限”换成“可数”，便
得到可数补拓扑。有限交与任意非空并都保持相应的补集条件。

在这些空间中已经未必有球，但“一个集合包含 x周围的整块开区域”仍有意义。因
此称 U 为 x 的邻域，是指存在开集 V 满足 x ∈ V ⊆ U；记全部邻域为 N (x)，其中也
包括不开的邻域。内部、闭包、边界和稠密性也沿用第 三 章的定义：取包含于 A 的最
大开集，或包含 A 的最小闭集，并不需要距离。沿用取补集的证明可得

x ∈ A◦ ⇐⇒ A ∈ N (x), x ∈ A ⇐⇒ U ∩ A 6= ∅ (U ∈ N (x)),

A◦ = X \X \ A, ∂A = A ∩X \ A.

特别地，D 稠密，当且仅当它与每个非空开集相交。闭包的判定涉及所有邻域；对一般
拓扑，我们目前还不能使用序列判定。
假设某个问题首先告诉我们哪些点应该添入 A 的闭包，而没有直接给出开集。能否

从“把这些点加进 A”的操作反过来建立拓扑？对真正的闭包，空集不增添点，原集合的
点不会丢失，有限并可以分别闭包，而且补齐一次以后不应再添新点。下面的定理说明，
这四条规则已经足够。证明的关键是把不再发生变化的集合当作闭集：若 c(F ) = F，便
说明 F 已经包含了这个运算要求补入的所有点。

定理 4.1.3 (Kuratowski 闭包定理). 映射 c : P(X) → P(X) 是唯一一个拓扑的闭包
算子，当且仅当

c(∅) = ∅, A ⊆ c(A), c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B), c(c(A)) = c(A).

证明. 若 c是拓扑闭包，空集、包含性和幂等性直接来自最小闭集的定义。又因为 A∪B
是闭集，并且是包含 A ∪ B 的最小闭集，所以 A ∪ B = A ∪B。
反过来，设 c 满足这四条规则，规定 c(F ) = F 的集合为闭集。我们先从有限并规则

推出单调性：若 A ⊆ B，则 B = A ∪B，故 c(B) = c(A) ∪ c(B)，也就是 c(A) ⊆ c(B)。
∅ 是不动点；由 X ⊆ c(X) ⊆ X，X 也是。若 Fi 都是不动点，单调性给出⋂

i

Fi ⊆ c

(⋂
i

Fi

)
⊆
⋂
i

c(Fi) =
⋂
i

Fi,

所以任意交仍是不动点。有限并仍是不动点则直接由有限并规则得到。这样我们确实得
到一个闭集族，从而得到拓扑。
还需要确认这个拓扑的闭包就是原来的 c。由幂等性，c(A) 是闭集，并包含 A；若

闭集 F 包含 A，则单调性给出 c(A) ⊆ c(F ) = F。因此 c(A) 正是包含 A 的最小闭集。
最后，任何以 c 为闭包算子的拓扑，其闭集都只能是这些不动点，故拓扑唯一。

如果问题首先给出的是一个集合中哪些点有开邻域留在里面，就更适合使用内部算
子。内部与闭包的差别只在取补集的方向：把补集闭包，再取补集，就是原集合的内部。
因而不必重新作一次构造，只需把刚才的四条规则逐条取补。

定理 4.1.4 (内部算子). 映射 i : P(X) → P(X) 是唯一一个拓扑的内部算子，当且
仅当 i(X) = X、i(A) ⊆ A、i(A ∩ B) = i(A) ∩ i(B) 和 i(i(A)) = i(A) 成立。
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证明. 将定理 4.1.3 用于 c(A) = X \ i(X \A)。由 De Morgan 公式，两组四条规则相互
转化，且开集恰为 i 的不动点。

还有一种情形：我们最先知道的是每一点允许怎样的局部变化，于是直接指定各点
的邻域族。对于固定的 x，邻域应包含 x，放大邻域仍是邻域，有限个邻域相交也还是
邻域。但这些逐点规则还不够，它们没有把不同点的邻域联系起来。
真正的邻域 U 包含某个开集 V，而 V 内每一点都把 U 看作邻域。因此需要增加相

容条件：在 x 的某个更小邻域内，所有点都认可 U 是自己的邻域。下面最后一条表达
的正是这件事。

定理 4.1.5 (邻域系). 集族 N (x) ⊆ P(X) 是唯一一个拓扑的邻域系，当且仅当满足：
X ∈ N (x)；每个成员包含 x；N (x) 向上封闭且对有限交封闭；对每个 U ∈ N (x)，
存在 V ∈ N (x)，使所有 y ∈ V 都满足 U ∈ N (y)。

证明. 对一个已有的拓扑，前面各条由邻域的定义成立；若 U 是 x 的邻域，选开集 V

满足 x ∈ V ⊆ U，则对每个 y ∈ V，U 都是 y 的邻域，这就给出了相容条件。
反过来，从满足这些条件的集族出发，规定集合 G 开，当且仅当对每个 x ∈ G 都有

G ∈ N (x)。空集条件是空真，X 由假设开；并集的开性来自向上封闭，有限交的开性
来自邻域族对有限交封闭。因此这些集合构成拓扑。
我们还要证明，指定的邻域没有在这个过程中改变。设 U ∈ N (x)，考虑

W = {y ∈ X : U ∈ N (y)}.

由于每个邻域包含自己的中心，x ∈ W ⊆ U。为使 U 成为真正的拓扑邻域，只差证明
W 开。对 y ∈ W，相容条件给出 Vy ∈ N (y)，使 z ∈ Vy 时有 U ∈ N (z)，即 Vy ⊆ W。
向上封闭性于是给出 W ∈ N (y)。这对每个 y ∈ W 成立，所以 W 开。
反方向，若 U 包含这个拓扑中的一个开邻域 G，则 G ∈ N (x)，再由向上封闭性知

U ∈ N (x)。两种邻域完全相同。开集又恰好是每一点的邻域，所以这样的拓扑只能有一
个。

接下来把子集 Y ⊆ X 本身当作空间。比如在平面里研究一个圆，圆上的点仍用平面
开区域来接近，但开区域中圆外的点不应算进新空间。因此只保留 Y ∩U，其中 U 是母
空间开集。这与度量子空间的球 BY (y, r) = Y ∩ BX(y, r) 完全一致。

定义 4.1.6 (子空间拓扑). 对 Y ⊆ X，子空间拓扑定义为 O|Y = {Y ∩ U : U ∈ O}。

取相对补集可知，其中的闭集形如 Y ∩ F，这里 F 是母空间中的闭集。因此

clY A = Y ∩ clX A, intX A ⊆ intY A (A ⊆ Y ).

第一个等式可以通过邻域判定理解：Y 中 x 的相对邻域与 A 相交，等价于 X 中 x 的
每个邻域与 A 相交，因为 A ⊆ Y。内部的包含关系则可能严格，单点子空间的例子已
在第 3.1 节见过。若 Y 本身开，则 Y ∩ U 在 X 中也开，所以相对开集仍是母空间开
集。若 Y 闭，同理可知相对闭集在 X 中仍闭；没有这两个假设就不能直接得出相应结
论。对 Y = {0} ∪ {1/n : n ≥ 1} ⊆ R，每个非零点两侧都有空隙，因而单点集 {1/n} 在
Y 中开。若相对开集包含 0，它必须包含 Y ∩ (−ε, ε)，所以也包含所有足够大的 n 所对
应的 1/n。反过来，包含 0 且只漏掉有限个 1/n 的集合，确实能在 0 周围容纳这样的
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相对邻域，其余点又都孤立，因而开。对圆 S1 ⊆ R2，小的平面开邻域在圆上截出开弧，
圆上的相对开集可以写成这些开弧的并。图 4.1 提醒我们：圆弧在平面中没有内部，却
在圆自身中是开区域。我们以后还会在收敛与商空间构造中遇到这两个例子。

图 4.1: 圆上的开弧是圆与母空间中某个开邻域的交。

4.2 连续映射与同胚

有了开集与邻域，我们已经可以表述“让 x 附近的点映到 f(x) 附近”，即使两边没有距
离也一样。给定 f(x) 的邻域 V，希望能在 x 附近选一个邻域 U，使 f(U) ⊆ V。若想
一次表达所有点处的这个要求，就检查 f−1(V ) 是否仍开；这里使用逆像，是因为它准
确记录了哪些定义域中的点满足目标开集给出的条件。

定义 4.2.1 (连续性). 若对每个开集 V ⊆ Y，逆像 f−1(V )都开，则称映射 f : X → Y

连续。若对 f(x) 的每个邻域 V，存在 x 的邻域 U，使 f(U) 包含于其中，则称映射
在 x 处连续。

下面的等价条件让我们可以根据具体问题，选择最方便的拓扑描述。

定理 4.2.2 (连续性的等价判定). 对映射 f : X → Y，下列条件等价：连续；闭集的
逆像为闭集；在每一点处连续；对每个 A ⊆ X 都有 f(A) ⊆ f(A)；对每个 B ⊆ Y

都有 f−1(B◦) ⊆ (f−1(B))◦。

证明. 开集与闭集的逆像条件由

f−1(Y \B) = X \ f−1(B)

相互转化。若开集的逆像开，对 f(x) 的邻域 V，取其中的开邻域 V ◦，则 f−1(V ◦) 是 x

的开邻域，且映入 V，故映射逐点连续。
若映射逐点连续，要证 f(A) ⊆ f(A)，固定 x ∈ A。对 f(x) 的任意邻域 V，选 x 的

邻域 U 使 f(U) ⊆ V。闭包判定给出 a ∈ U ∩A，于是 f(a) ∈ V ∩ f(A)。这说明每个 V

都遇到 f(A)，故 f(x) ∈ f(A)。
反过来，若闭包条件成立，给定闭集 F ⊆ Y 并令 A = f−1(F )，则

f(A) ⊆ f(A) ⊆ F,

所以 A ⊆ A，即闭集的逆像闭。至此，前四个条件构成了完整的等价链。
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若 f 连续，f−1(B◦) 是包含于 f−1(B) 的开集，因而包含于它的内部。反过来，把内
部条件用于开集 B，就得到

f−1(B) ⊆ (f−1(B))◦ ⊆ f−1(B),

所以 f−1(B) 开。这也证明了最后一个条件与连续性等价。

恒等映射与常值映射都连续。连续映射的复合也连续，因为

(gf)−1(W ) = f−1(g−1(W )).

考虑一个取值始终在 Y ⊆ X 中的映射 f。判断它连续时，把陪域写成 Y 或写成 X，
不应改变结果。例如曲线始终落在圆上时，用圆弧考察它，与把圆弧视为平面开集截出
的部分来考察它，应当一致。子空间拓扑正好实现这一要求。

命题 4.2.3 (子空间的映射性质). Y ⊆ X 上的子空间拓扑，是使包含映射 i : Y ↪→ X

连续的最粗拓扑。对任意 f : Z → Y，f 连续当且仅当 if : Z → X 连续。

证明. 若包含映射 i 连续，则对 X 中每个开集 U，i−1(U) = Y ∩ U 必须在 Y 中开。所
以任何使 i 连续的拓扑，都至少包含所有子空间开集；而这些集合本身已经构成拓扑，
故子空间拓扑就是其中最粗的一个。
若 f 连续，则 if 由复合的连续性知连续。反过来，若 if 连续，对 Y 中的任意开集

Y ∩ U 有

f−1(Y ∩ U) = (if)−1(U),

右边开，故 f 连续。

Z Y

X

f

if
i (4.2.1)

交换图 4.2.1 中，两条从 Z 到 X 的路径是同一个映射；等式 i ◦ f = if 使上述逆像计算
成立。特别地，将连续映射的陪域限制为其像，仍得到连续映射。这里改变的是陪域上
的开集描述，而不是任何一个点的函数值。
前面构造函数时经常先在几段上分别写公式。要把它们粘成连续映射，首先必须在

重叠部分给出同一个值，这才有一个定义在整个 X 上的映射 f。接下来的问题是：各
片上连续是否足以推出整体连续？若这些片是开集，任意多片都可以；若是闭集，有限
多片也可以。两种情形分别对应开集对任意并封闭、闭集对有限并封闭。

引理 4.2.4 (粘贴引理). 若 X 有一个开覆盖，使 f : X → Y 在每个成员上的限制都
连续，则 f 连续。对有限闭覆盖，结论同样成立。

证明. 对开覆盖 Ui，每个 (f |Ui
)−1(V ) 都在 Ui 中开，因而在 X 中开；它们的并正是

f−1(V )。对有限闭覆盖 Fi 及闭集 A ⊆ Y，各集合 (f |Fi
)−1(A) 都在 X 中闭，其有限并

即为 f−1(A)。
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闭覆盖中的有限性不能直接去掉：R 被其单点闭集覆盖，任何映射在单点上的限制
都连续，但任意映射当然未必连续。这也说明证明必须利用覆盖成员的具体性质，而不
是只看它们合起来是否覆盖整个空间。
在欧氏空间中已经使用过同胚，这一定义可以原样推广：满足 gf = 1 与 fg = 1 的

连续映射 f, g 互为同胚。

定义 4.2.5 (开映射、闭映射与嵌入). 将开集映成开集的映射称为开映射，将闭集映
成闭集的映射称为闭映射。若映射 f : X → Y 限制陪域后得到的 X → f(X) 是关于
子空间拓扑的同胚，则称它为嵌入。

连续性控制的是逆像，开映射和闭映射控制的则是像；一般映射中，这些是不同条
件。但对双射，f(U) 恰好是逆映射 f−1 : Y → X 对 U 的逆像。因此 f 为开映射等价于
f−1 连续；用闭集判定得到同样的结论。于是，连续双射是同胚，当且仅当它是开映射，
也当且仅当它是闭映射。嵌入允许陪域还有别的点：只要求在实际像 f(X) 上，这一对
应及其逆都连续。特别地，每个嵌入都是单射，子空间的包含映射总是嵌入。包含映射
Y ↪→ X 为开映射，当且仅当 Y 在 X 中开：必要性只需考察 Y 自身，充分性则用开子
空间的相对开集仍开。闭映射的判定同理，等价于 Y 闭。映射 t 7→ (cos 2πt, sin 2πt) 从
R 到 S1 连续且开。给定 R 中的开集，在其中每一点周围选长度小于 1 的开区间，其像
是圆上的开弧；全部这些弧的并就是原开集的像，所以像开。这个映射将相差整数的点
映到同一点，故虽然连续且开，却不是同胚。
为了证明两个空间不同胚，与其逐一排除所有可能的映射，不如寻找一个同胚保持

的性质。

定义 4.2.6 (紧性与可分性). 若每个开覆盖都有有限子覆盖，则称空间紧。若存在可
数稠密子集，则称空间可分。

这两个性质都传给连续像。具体地，设 f : X → Y 连续且满射。若 X 紧，对 Y 的
开覆盖 {Vi} 取逆像，得到 X 的开覆盖 {f−1(Vi)}。选出有限子覆盖后，满射性保证相
应的有限个 Vi 覆盖 Y，故 Y 紧。若 X 有可数稠密子集 D，则 f(D) 仍可数，而且

Y = f(X) = f(D) ⊆ f(D) ⊆ Y,

所以它在 Y 中稠密。对任意连续映射，也可把陪域限制为其像来应用这些结论。特别
地，同胚的两个空间要么都紧，要么都不紧；可分性也一样，因而它们都是拓扑不变量。
例如 [0, 1] 在通常拓扑下紧，而 R 的开覆盖 {(−n, n) : n ≥ 1} 没有有限子覆盖，所以两
者不同胚。通常的 R 可分，稠密集可取 Q；赋予可数补拓扑的 R 却不可分，因为其中
每个可数子集都是闭的真子集，不可能稠密。同一个底集选取不同拓扑，因而可能具有
不同的不变量。

4.3 基、子基与邻域基

为了指定一个拓扑，逐一列出全部开集通常很困难。度量空间已经给出一个更经济的办
法：先知道所有开球，再把它们任意相并，就得到全部开集。我们希望把这件事抽象出
来，同时保留一个局部检查方法——对开集中的任一点，都能在里面找到指定的一小块
开集。
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定义 4.3.1 (基). 若每个开集都是开集族 B 中若干成员的并，则称 B 为拓扑的一个
基。等价地，对开集 U 及 x ∈ U，存在 B ∈ B 满足 x ∈ B ⊆ U。

现在反过来，先给一族子集 B，再宣布它们的任意并为开集。任意并的封闭性自动
成立，但还要检查全空间与有限交。前者要求这些集合覆盖 X；后者不要求两基本集合
的交本身仍在 B 中，只要求它在每一点附近还能由更小的基本集合填满。

命题 4.3.2 (由基生成拓扑). 集族 B ⊆ P(X) 是某个拓扑的基，当且仅当它覆盖 X，
并且对 Bi ∈ B 及 x ∈ B1 ∩B2，存在 B3 ∈ B 使 x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2。所确定的拓扑唯
一。

证明. 若 B 已是基，全空间必须是基本开集之并，所以覆盖条件成立。对 x ∈ B1 ∩B2，
这个交是开集，故基的局部性质给出 x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2。
反过来，取 B中成员的全部任意并组成 O。空并给出 ∅，覆盖条件给出 X，再取任意

并仍然属于 O。若 U, V ∈ O，对 x ∈ U ∩ V 选 B1, B2 ∈ B 使 x ∈ B1 ⊆ U、x ∈ B2 ⊆ V；
加细条件给出 x ∈ B3 ⊆ U ∩ V。因此 U ∩ V 是所有这类 B3 的并，仍属于 O。有限交
可由二元交归纳得到，于是 O 确为拓扑。
按构造，B 是这个拓扑的基。任何以 B 为基的拓扑，都只能是 B 的成员的任意并，

所以拓扑唯一。

例 4.3.3 (后面将用到的基). 度量空间的全体开球构成基。有理端点开区间构成通
常 R 的可数基。区间 [a, b) 构成 Sorgenfrey 直线 Rℓ 的基；矩形 [a, b) × [c, d) 构
成 Sorgenfrey 平面 R2

ℓ 的基。在 N+ = N \ {0} 上，对互素正整数 a, b，令 Da,b =

N+ ∩ {ak + b : k ∈ Z}。这些互素剩余类也构成一个基。先有 D1,1 = N+，保证覆盖；
若 q ∈ Da,b ∩Dc,d，则一个正整数 m 属于这个交，当且仅当 m− q 同时被 a, c 整除，
故

Da,b ∩Dc,d = Dlcm(a,c),q.

又因 gcd(q, a) = gcd(q, c) = 1，有 gcd(q, lcm(a, c)) = 1，所以右边仍是允许的基本集
合。

在最后这个拓扑中，对素数 p，集合 pN+ 闭，因为其补集是模 p 的其余剩余类的并。
若素数只有有限个，则它们的倍数集之并 N+ \ {1} 闭，从而 {1} 开；但每个基本开集
都无限，矛盾。这个矛盾来自两件互不相容的事：有限多个素数会迫使单点 {1} 开，而
我们构造的每个非空开集都包含一个无限算术级数。因此素数必有无穷多个。1

基已经比全体开集容易描述，不过有时我们更想从一些简单约束出发。例如实直线
上的开区间可以由一条左射线和一条右射线相交得到。于是可以只指定射线，把有限个
约束同时成立这一步交给有限交，再把开区域交给任意并。

定义 4.3.4 (子基). 若集族 S 的所有有限交构成基，则称它为一个子基，这里包括
空交 X。

给定任意子集族，先取其所有有限交，连空交 X 也计入。这些集合覆盖 X，两个
有限交再相交仍是有限交，故满足命题 4.3.2。然后取任意并，就得到包含原集族的最

1素数集在这一拓扑中稠密，等价于互素算术级数中的 Dirichlet 定理；这里不需要这一数论结果。
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小拓扑。这里的唯一性指这个生成的最小拓扑，而不是说只有一个拓扑能够包含原集
族。由于逆像保持有限交与任意并，要验证 f 连续，只需检查陪域的每个子基本开集
的逆像是否开。若改用子空间 Y ⊆ X，对 U =

⋃
α Bα 有 Y ∩ U =

⋃
α(Y ∩ Bα)，所以

{B ∩ Y : B ∈ B} 是子空间的一组基。例如，a ∈ Q 对应的两类射线 (−∞, a), (a,∞) 构
成 R 的子基；a ∈ R 对应的射线 (−∞, a), [a,∞) 构成 Rℓ 的子基。
若只考察某个固定点 x 附近的连续性与收敛，就不必记录离 x 很远的基本开集，只

需知道足以加细它的每个邻域的一族集合。度量空间中的 B(x, 1), B(x, 1/2), . . . 正是这
样一个可数的局部名单。不过“每个点有自己的可数名单”与“整个空间共用一份可数
名单”不同：前者允许名单随点变化，后者要求全体基本开集一起可数。这就引出两条
可数性公理。

定义 4.3.5 (邻域基与两条可数性公理). x 的邻域基是一个邻域族，使 x 的每个邻域
都包含其中某个成员。若每一点都有可数邻域基，则称空间第一可数；若空间有可
数基，则称它第二可数。

这些条件决定了何时可以只使用可数构造。

定理 4.3.6 (可数基、稠密集与度量). 第二可数空间第一可数且可分。每个度量空间
都第一可数；度量空间第二可数，当且仅当它可分。

证明. 设 B 是可数基。对每个 x，从中取出所有包含 x 的成员，便得到可数邻域基，所
以空间第一可数。再从每个非空的 B ∈ B 中选一点，得到可数集 D。每个非空开集都
包含一个非空基本开集，故都遇到 D，所以 D 稠密。
在度量空间中，{B(x, 1/n) : n ≥ 1} 总是 x 的可数邻域基，因此第一可数。要从可

分性得到第二可数性，设 D 是可数稠密子集。我们试着只允许球心来自 D、半径来自
{1/n : n ≥ 1}，这样所得球族可数；还需证明限制球心后不会遗漏任何局部开集。
给定开集 U 及 x ∈ U，取 B(x, r) ⊆ U，再选 n 使 2/n < r。稠密性保证能选

a ∈ D ∩ B(x, 1/n)，于是

x ∈ B(a, 1/n) ⊆ B(x, 2/n) ⊆ U.

因此 {B(a, 1/n) : a ∈ D,n ≥ 1} 是可数基。逆命题已由第一段证明。

将基与子空间取交可知，第一、第二可数性都传给子空间。可分性传给开子空间，只
需将可数稠密集与开子空间取交；但它未必传给闭子空间。

例 4.3.7 (可数性公理与可分性的反例). Sorgenfrey 直线第一可数且可分，其邻域
基可取 [x, x + 1/n)，稠密集可取 Q。但它不第二可数：从任意基中为每个 x 选择
x ∈ Bx ⊆ [x, x + 1)。若 x < y 而 Bx = By，则 x ∈ By ⊆ [y, y + 1)，矛盾。因
此不同的 x 必给出不同的 Bx，任何基都至少有不可数多个成员。由定理 4.3.6，它
不可度量化。Sorgenfrey 平面可分，因为每个非空基本矩形都遇到 Q2。但其闭反对
角线 L = {(x,−x) : x ∈ R} 不可数且离散，故不可分。先看 (x,−x) ∈ L：矩形
[x, x + ε) × [−x,−x + ε) 与 L 的交只有这一点，因为两个坐标都不减，而它们的和
仍要为 0。再看 L 外一点 (a, b)。若 a+ b > 0，以它为左下角的任何小基本矩形都保
持坐标和为正；若 a+ b < 0，取 2ε < −(a+ b)，相应矩形的坐标和始终为负。这证
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明 L 的补集开，故 L 闭。图 4.2 中实线的两条边被保留，正是反对角线上每一点能
被单独截出的原因。离散空间的稠密子集必须包含每一点，所以这个不可数的闭子
空间不可分。不可数集 X 上的有限补拓扑可分：选一个可数无限子集 D，任何非空
开集只漏掉有限个点，因而都遇到 D。但它不第一可数。固定 x，假设有可数邻域
基 N1, N2, . . .。每个 Nn 都包含一个有限补开邻域，所以 X \Nn 有限，

⋃
n(X \Nn)

因而可数。选

y ∈ X \

(
{x} ∪

⋃
n

(X \Nn)

)
.

则 y 属于每个 Nn，但 X \ {y} 是 x 的邻域，并不包含任何 Nn，与邻域基的定义矛
盾。这个例子进一步说明，可数稠密集无法替代可数邻域基。

图 4.2: Sorgenfrey 基本矩形与闭离散的反对角线。实线边包含在矩形中，虚线边不包含
在内。

4.4 拓扑与收敛

度量空间中，我们在 A ∩ B(x, 1/n) 中逐次选点，就得到趋于闭包点 x 的序列。这个方
法为什么有效？并不只是因为半径趋于零，更因为任意一个邻域最终都会包含这些小球。
换句话说，B(x, 1/n) 构成了可数邻域基。
于是，第一可数性应当足以沿用这个选点过程；若邻域没有这样的可数名单，按自

然数顺序选出的点却可能照顾不到全部邻域。我们先把两种情形分清，再考虑应该怎
样修改指标。若 xn ∈ A 且 xn → x，则每个 x 的邻域最终包含 xn，从而与 A 相交，
所以 x ∈ A；这一方向不需要可数性假设。反过来，若 x 有可数邻域基 U1, U2, . . .，令
Vn = U1 ∩ · · · ∩Un，使邻域逐层缩小。对 x ∈ A，每个 A∩ Vn 非空，选 an ∈ A∩ Vn。任
意邻域 U 包含某个 Uk，而 n ≥ k 时有 an ∈ Vn ⊆ Uk ⊆ U，所以 an → x。在不可数集
X 的可数补拓扑中，情形就不同了。若 xn → x，令 S = {xn : n ≥ 1} \ {x}，则 S 可数，
所以 X \S 是 x 的开邻域。序列最终必须留在这个邻域里，而它在其中唯一可能的取值
就是 x。因此，每个收敛序列最终都等于自己的极限。
这样，任何子集都包含其中所有收敛序列的极限。然而不可数真子集在这个拓扑中

并不闭，甚至其闭包是整个 X。所以序列判定把本来不同的情况混在了一起，无法恢复
这里的闭包与开集。
我们希望仍然从每个邻域中取一个点，但不再把全部邻域强行排成 U1, U2, . . .。直接

让邻域作为指标，并规定更小的邻域是“更后”的阶段，就可以同时照顾全部邻域。
这样的指标未必线性排列：两个邻域可能互不包含。但它们的交仍是邻域，给出一

个同时比两者更后的阶段。回想证明收敛时，我们只需要把有限多个“从此以后”的要
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求同时满足，并不需要每两个指标都能比较大小。因而下面只要求任意两个指标有共同
上界。

定义 4.4.1 (网). 非空预序集 (D,�) 若任意两个元素都有共同上界，则称为定向集。
X 中的网是映射 ξ : D → X。若存在 d0，使所有 d � d0 都满足 ξ(d) ∈ U，则称网最
终在 U 中；若对每个 d0，存在 d � d0 使 ξ(d) ∈ U，则称网常在 U 中。若网最终在
x 的每个邻域中，则称它收敛到 x；若它常在该点的每个邻域中，则称 x 为其聚点。

自然数集 N 是定向集，所以序列是网的特例。一个集合的全体有限子集按包含关系
排序也定向，因为两个有限集的并同时包含两者；这适合描述“已经处理了有限多个条
件”的阶段。N (x) 则按反包含关系排序：U � V 表示 V ⊆ U，共同更后阶段可以取
U ∩ V。对固定区间的全部带标记分割，也可以规定网格越小指标越后，即 P � Q 当且
仅当 ‖Q‖ ≤ ‖P‖。不同分割的网格可能相同，所以这里自然出现预序而非偏序；它们对
应的 Riemann 和就组成一个网，收敛要求所有足够细的带标记分割都给出接近同一个
值的和。“最终在 U 中”要求越过某一阶段后再也不离开；“常在 U 中”只要求无论走
到多后面，总还能找到进入 U 的项。聚点使用后一种条件，所以比指定一个极限要弱。
在平庸空间中，每个点只有全空间这一种邻域，因此每个点都是每个网的极限；在离散
空间中，单点集本身就是邻域，故收敛意味着最终等于极限。特别地，一般拓扑中的极
限暂时不能保证唯一。
网弥补了序列的不足：现在每个闭包点都可以由某个实际收敛的网得到。

定理 4.4.2 (用网判定闭包与连续性). 点 x 属于 A，当且仅当存在 A 中的网收敛到
x。映射 f : X → Y 连续，当且仅当它保持所有网的极限。

证明. 设 x ∈ A。对每个 U ∈ N (x)，选择 aU ∈ A∩U，以反包含关系排列这些指标。给
定邻域 V，只要指标 U 在 V 之后，就有 U ⊆ V，从而 aU ∈ V。所以网 U 7→ aU 收敛
到 x。反过来，若一个 A 中的网收敛到 x，每个邻域最终包含网中的项，因而都与 A 相
交，故 x ∈ A。
若 f 连续且 ξ → x，对 f(x) 的邻域 V，取 x 的邻域 U 使 f(U) ⊆ V。原网最终在

U 中，像网就最终在 V 中，所以 fξ → f(x)。
反过来，若 f 保持所有网的极限，对 x ∈ A 应用第一部分选出的 A 中的网，就得到

f(A) 中一个趋于 f(x) 的网。因此 f(x) ∈ f(A)，即 f(A) ⊆ f(A)，再用定理 4.2.2 即得
连续性。

对序列，选子列时要求指标严格递增；它保证我们一直向后走，不会只在原序列的前
几项里反复取值。对网，指标未必线性排列，因此我们保留真正需要的性质：重新选取的
指标必须最终越过原网的每一个阶段。这里使用的约定不要求重新选指标的映射单调，
但要求“最终都在某阶段之后”，而不只是“总能找到一项在那之后”。例如 h(2n) = 2n、
h(2n+ 1) = 0 的取值虽然无界，却会不断返回起点，不满足下面的要求。

定义 4.4.3 (子网). 若定向集之间的映射 h : E → D 满足：对每个 d ∈ D，存在 e0，
使所有 e � e0 都有 h(e) � d，则称它共尾。网 ξ : D → X 的子网是由这样的 h 得到
的复合 ξh : E → X。
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若原网在 d0 之后都位于 U，共尾性保证子网从某个阶段开始只取 d0 以后的项，所
以子网也最终在 U 中。因此，原网的每个极限仍是每个子网的极限。序列的子网却未必
是通常的子列：新指标可以是其他定向集，即使仍取自然数，所选指标也未必严格递增。
现在希望从一个聚点 x 出发，选出真正趋于它的子网。选项时有两个要求必须同时

追踪：原指标要不断向后，邻域要不断缩小。因此我们把“邻域”和“已选原指标”合
起来作为新指标。

命题 4.4.4 (聚点与收敛子网). 一点是某个网的聚点，当且仅当该网有子网收敛到该
点。

证明. 若子网 ξh : E → X 收敛到 x，给定原指标 d0 和 x 的邻域 U。共尾性给出一个阶
段，过后 h(e) � d0；收敛性又给出一个阶段，过后 ξ(h(e)) ∈ U。在两阶段的共同上界
处，这两件事同时成立。因此原网在任意靠后的阶段都能进入 U，故 x 是聚点。
反过来，设 x 是 ξ : D → X 的聚点。令

E = {(U, d) : U ∈ N (x), ξ(d) ∈ U},

规定 (U, d) � (V, e) 当且仅当 V ⊆ U 且 d � e。为了证明 E 定向，给定 (U, d), (V, e)，
先在 D 中取 a � d, e，再由聚点条件选 b � a 使 ξ(b) ∈ U ∩ V。那么 (U ∩ V, b) 就是共
同上界。
令 h(U, d) = d。对任意 d0 ∈ D，(X, d0) ∈ E；凡在这个指标之后的 (U, d)都有 d � d0，

所以 h 共尾。再给定 x 的邻域 U，选 d 使 ξ(d) ∈ U。在 (U, d) 之后，所用邻域全部包
含于 U，故对应子网的值全部落在 U 内。这证明 ξh→ x。

既然网能识别每个闭包点，就也能识别开集。这里不是另加一个收敛公理，而是把
“每一点都有邻域留在集合内”翻译成网最终是否留在其中。子集 U 开，当且仅当每个
收敛到 U 中一点的网都最终在 U 中。若 x ∈ U \U◦，则在每个邻域 V 中选择 V \U 的
一点，所得网收敛到 x，却不满足上述条件。
还可以把刚才的关系反过来使用。若先指定一族集合，希望它们都开，那么凡是收

敛到其中一点的网，就必须最终进入相应集合；若先指定一些“网收敛到某点”的规则，
那么可接受的开集就必须遵守这些规则。下面用同一个符号 #记这两个方向的操作，输
入的类型会告诉我们正在使用哪一个方向。

定义 4.4.5 (集合族与收敛规则的对应). 对 A ⊆ P(X)，令 A# 为所有二元组 (ξ, x)

构成的类，其中 ξ 最终在每个包含 x 的 A ∈ A 中。对由二元组 (ξ, x) 构成的类 C，
令 C# 为满足下述条件的集合 U 构成的族：若 (ξ, x) ∈ C 且 x ∈ U，则 ξ 最终在 U

中。

将定义中的条件展开可得：C ⊆ A# 表示每一对 (ξ, x) ∈ C 都对每个包含 x 的 A ∈ A
满足最终进入的要求；这恰好又是说每个 A ∈ A 都属于 C#。因此

C ⊆ A# ⇐⇒ A ⊆ C#.

两种运算都反转包含关系：要遵守的集合越多，允许的收敛对就越少；要求尊重的收敛
对越多，允许的开集也越少。此外，C# 总是拓扑。∅的要求为空真，X 的要求自动成立。
若 x ∈

⋃
i Ui，选一个包含 x的 Ui，相应网最终进入它，便最终进入并集。若 x ∈ U1∩U2，
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分别得到进入两集合的阶段，再取共同上界，就保证以后一直在交集中。这里也看到了
为何需要定向性，以及为何通常只保证有限交。由前面的网对开集判定，对任意拓扑 O
有 (O#)# = O。因此，(A#)# 恰为 A生成的拓扑。一方面，由上面的等价式取 C = A#，
得到 A ⊆ (A#)#。另一方面，若拓扑 O 包含 A，反转两次包含关系给出

O# ⊆ A#, (A#)# ⊆ (O#)# = O.

所以这个双重操作给出的正是包含 A 的最小拓扑，而不是某个额外加细的拓扑。特别
地，A = (A#)# 当且仅当 A 已经是拓扑。
给出任意收敛规则后，上一段总能生成一个拓扑，但这个拓扑可能认可更多的收敛

对。我们真正希望的是：指定的规则与拓扑收敛恰好一致。为此需要限制原来的收敛规
则。前两条容易预见：常值网应收敛，取子网也不应破坏收敛。第三条要求不收敛时可
以保留一个始终无法再趋于该点的子网。最后一条处理两层逼近：若先用 ξ(d) 逼近 x，
再分别用 ηd(e) 逼近各个 ξ(d)，应能把这些过程合成一个趋于 x 的网。乘积中的一个元
素 h 为每个 d 选定内层阶段；用全部这些选择作指标，才能同时照顾各内层网所需的
不同阶段。

定理 4.4.6 (拓扑收敛类). 设 C 是由网与点的二元组 (ξ, x) 组成的类，以下“收敛”
均指 (ξ, x) ∈ C。C 恰为某个拓扑的全部收敛对，当且仅当满足下列四条：

1. 取值恒为 x 的网收敛到 x；

2. 收敛到 x 的网的每个子网都收敛到 x；

3. 若一个网不收敛到 x，则它有一个子网，该子网的任何子网都不收敛到 x；

4. 若 ξ : D → X 收敛到 x，且对每个 d，网 ηd : Ed → X 收敛到 ξ(d)，则对角网

D ×
∏
d∈D

Ed −→ X, (d, h) 7−→ ηd(h(d))

收敛到 x。这里使用乘积预序：(d, h) � (d′, h′) 当且仅当 d � d′ 且对每个 a ∈ D

都有 h(a) � h′(a)。

证明. 先设规则来自一个拓扑。常值网与子网两条已由定义知道。若 ξ 不收敛到 x，就
存在邻域 U，使原网常在 X \ U 中。把指标限制到

E = {d ∈ D : ξ(d) /∈ U}

并使用原预序。E 是定向的：在两个指标的共同上界之后，还能再选一个属于 E 的指
标；包含映射 E → D 也共尾。于是限制网是子网，且其任何子网都不进入 U，不可能
趋于 x，得到第三条。
验证第四条时，固定 x 的邻域 U，取开集 V 满足 x ∈ V ⊆ U。选 d0 使 d � d0 时有

ξ(d) ∈ V。对每个这样的 d，V 是 ξ(d) 的邻域，故可选 h0(d) ∈ Ed，使 e � h0(d) 时有
ηd(e) ∈ V；其余坐标任意选值。凡 (d, h) � (d0, h0) 都满足 ηd(h(d)) ∈ V，从而对角网趋
于 x。
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反过来，设四条规则成立。我们的路线是先从这些极限构造闭包，再检查所得拓扑
是否恰好具有原来的收敛规则。定义

c(A) = {x :存在取值于A 的网按C 收敛到x}.

因为指标集非空，空集中没有网，故 c(∅) = ∅；常值网给出 A ⊆ c(A)，而定义直接给
出单调性。
对 x ∈ c(A∪B)，取一个在 A∪B 中按 C 收敛到 x 的网。若它最终在 A 中，限制到

该尾部就是取值于 A 的子网；否则它常在 B 中，按上一段对 E 的构造得到取值于 B

的子网。由第二条，所取子网仍按 C 收敛到 x，所以 x ∈ c(A) ∪ c(B)。另一包含由单调
性得到，故 c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B)。
若 x ∈ c(c(A))，先取 c(A) 中一个按 C 收敛到 x 的网。它的每一项又是 A 中某个网

的极限，于是第四条给出一个取值于 A、仍收敛到 x 的对角网。因此 c(c(A)) ⊆ c(A)；
另一包含由扩张性得到。现在四条闭包公理均成立，定理 4.1.3 给出以 c 为闭包算子的
拓扑。
还剩下最关键的一步：两种收敛必须相同。首先设 ξ 按 C 收敛到 x。若它不按新拓

扑收敛，就有 x 的开邻域 U，使它常在闭集 F = X \U 中。取一个完全位于 F 的子网，
由第二条知该子网仍按 C 收敛到 x。因而 x ∈ c(F ) = F，与 x ∈ U 矛盾。故 C 收敛蕴
含拓扑收敛。
最后，设 ξ 按新拓扑收敛到 x，却不按 C 收敛。由第三条，存在子网 η : D → X，其

任何子网都不按 C 收敛到 x。但 η 仍按拓扑收敛到 x。对每个 d ∈ D，其尾部

Td = {η(a) : a � d}

的闭包包含 x：任意 x 的邻域都包含足够靠后的项，也就遇到 Td。所以 x ∈ c(Td)，可
取一个网 ζd : Ed → Td 按 C 收敛到 x。
对 D 上取值恒为 x 的网及这些 ζd 应用第四条，得到

θ : D ×
∏
d∈D

Ed → X, θ(d, h) = ζd(h(d)),

按 C 收敛到 x。另一方面，每个 θ(d, h)属于 Td，所以可以选择 q(d, h) � d使 η(q(d, h)) =

θ(d, h)。给定 d0，只要乘积指标的第一坐标 d � d0，就有 q(d, h) � d0；故 q 共尾，θ = ηq

是 η 的子网。这与 η 的选取矛盾。两种收敛因而完全一致。
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第五章

紧 Hausdorff 空间（一）
前面已经把连续性与收敛放到一般拓扑空间中讨论，但极限是否存在、是否唯一，仍是
两件不同的事。本章先用紧性保证每个网都能找到收敛子网，再用 Hausdorff 条件保证
极限唯一。将这两个条件放在一起，我们还会得到闭映射判定、闭集之间的分离，以及
不依赖度量的 Baire 性质。

5.1 紧空间

在度量空间中，我们已经用序列研究过紧性：无论怎样选取一列点，总能抽出收敛子列。
现在离开度量空间，序列未必足以探测所有邻域，因而应当先回到只涉及开集的定义，
再用网把它重新解释成收敛性质。这样既保留了有限子覆盖带来的便利，也能看清度量
空间中的结论为什么成立。对 A ⊆ X，若每个覆盖 A 的母空间开集族都有有限子族仍
覆盖 A，就称 A为紧子集。这里不要求这些开集包含在 A中：相对开集都可写成 A∩U，
所以这一说法等价于 A 在子空间拓扑下紧。
开覆盖的好处是容易沿映射搬运。若 f : X → Y 连续且 X 紧，给定 f(X) 的开覆

盖，把各成员取逆像就得到 X 的开覆盖；选出有限个逆像之后，相应的原开集便覆盖
f(X)。因此紧空间的连续像紧。若 F 是紧空间 X 的闭子集，则在覆盖 F 的开集族中
加入 X \ F，得到 X 的开覆盖；取有限子覆盖再去掉这一补集，即知 F 也紧。这两个
论证都只用了紧性的定义，不需要任何分离性。
为了把覆盖条件与极限联系起来，我们将它取补。一个开覆盖没有有限子覆盖，意

味着任意有限个开集的并都遗漏了一点；换成闭补集，就是每个有限交都非空。有限阶
段总能找到点，紧性将保证这些要求可以同时满足。

定义 5.1.1 (有限交性质). 若一个集族的每个有限子族的交都非空，则称它具有有限
交性质；这里空交规定为母集。

定理 5.1.2 (紧性的闭集判定). 空间紧，当且仅当每个具有有限交性质的闭集族都有
非空交。

证明. 设 X 紧，闭集族 (Fi)i∈I 有有限交性质。若
⋂

i Fi = ∅，则 X =
⋃

i(X \ Fi)；有
限子覆盖会给出某个空的有限交，矛盾。反过来，若开覆盖 (Ui) 无有限子覆盖，那么闭
集族 (X \ Ui) 有有限交性质，却因 (Ui) 覆盖 X 而总交为空，同样矛盾。空空间也满足
结论：按照定义，它没有具有有限交性质的集族。

现在看一个网 ξ : D → X。记 d 之后的尾部为 Td = {ξ(e) : e � d}。聚点 x 的要求
是：无论邻域取得多小、指标走得多远，仍能在这个邻域里找到后面的项。这恰好表示
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每个邻域都与每个 Td 相交，即

adh ξ =
⋂
d∈D

Td.

右边正是一个闭集族的交。更关键的是，这些尾部并非彼此无关：给定有限个指标，总
有一个指标不早于它们，于是相应尾部同时包含在先前的各尾部中。

定理 5.1.3 (紧性的网判定). 下列条件等价：X 紧；每个网都有聚点；每个网都有收
敛子网。

证明. 若 X 紧，由上述观察，闭集族 (Td) 有有限交性质，因而总交非空。这就得到一
个聚点；命题 4.4.4 再把它变成收敛子网的极限。反过来，收敛子网的极限是原网的聚
点，所以后两个条件等价。
还需从网的聚点恢复紧性。给定有有限交性质的闭集族 F，我们希望构造一个网，使

它走到后面时逐渐满足更多的条件 x ∈ F。令 C 为 F 的所有有限交，包括空交 X，并
取

D = {(C, x) : C ∈ C, x ∈ C}, (C, x) � (C ′, x′) ⇐⇒ C ′ ⊆ C.

有限交性质保证每个 C 非空；用 C1 ∩C2 即可找到任意两个指标的共同后继，所以这是
一个定向指标集。定义 ξ(C, x) = x。对于每个 F ∈ F，当指标中的有限交已经包含条件
F 后，后面的项全在 F 中。因此任何聚点都属于闭集 F：否则其开补集将是一个再也
遇不到网的尾部的邻域。由假设取一个聚点，它便属于

⋂
F。定理 5.1.2 给出紧性。

这解释了为什么网适合一般紧空间：尾部的有限相容性正好对应紧性的有限交性质。
在欧氏空间中，前面关于序列的结论已经足够，于是得到熟悉的两个定理。

定理 5.1.4 (Heine–Borel 定理与最值定理). RN 的子集紧，当且仅当它有界且闭。非
空紧空间上的每个连续映射 f : X → R 都取得最大值与最小值。

证明. 合用定理 2.2.2 与定理 3.3.3，得到第一条。对第二条，连续像 f(X) 是 R 中的
非空紧集，因而有界且闭。令 a = sup f(X)。上确界的定义说明任意 a 的邻域都遇到
f(X)，所以 a ∈ f(X) = f(X)；下确界同理。像集中的这两个值对应于定义域中取得最
值的点。

什么时候仍能只使用序列？一方面，可数邻域基使我们能够按 1, 2, . . . 逐步逼近一个
聚点；另一方面，可数的全局基使任意开覆盖都能缩成可数开覆盖。第二可数性同时提
供了这两点。

定理 5.1.5 (第二可数空间中的三种紧性). 在第二可数空间中，紧性、序列紧性与可
数紧性等价；可数紧性是指每个可数开覆盖都有有限子覆盖。

证明. 先设 X 紧。把任意序列看成网，取其聚点 x。将 x 的可数邻域基的前 k 项取交，
得到递减邻域基 (Vk)。聚点性质保证：选定 nk−1 后，仍有 nk > nk−1 使 xnk

∈ Vk。对 x

的任意邻域，某个 Vk 已包含其中，以后的子列项都落在它里面，故 xnk
→ x。

若 X 序列紧，而可数开覆盖 (Un) 没有有限子覆盖，可取 xn /∈
⋃

i≤n Ui。设某子列
xnk
→ x，并取 m 使 x ∈ Um。收敛要求子列最终进入 Um，但当 nk ≥ m 时构造又要求

xnk
/∈ Um，矛盾。因此序列紧蕴含可数紧。
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最后设 X 可数紧。给定任意开覆盖，对可数基中每个包含在某个覆盖成员内的基本
开集 B，选一个这样的成员 UB。这些 UB 构成可数子覆盖：任意点先属于某个覆盖成
员，再属于其中的一个基本开集。由可数紧性取有限子覆盖，即得紧性。

没有可数性条件时，上面两个缩减步骤未必能够实行。第 6.2 节将构造一个紧而非
序列紧的空间，说明这种区别不能省略。

5.2 Hausdorff 空间
紧性保证每个网都有收敛子网，却没有说明这个子网会不会同时收敛到两个点。在度量
空间中，我们会围绕两个不同点取两个不相交的小球：一个网不可能最终同时进入这两
个球。去掉距离以后，真正起作用的是两个点能否用邻域分开。

定义 5.2.1 (Hausdorff 空间). 若任意两个不同的点都有不相交的邻域，则称空间为
Hausdorff 空间，或称它满足 T2 分离性。

命题 5.2.2 (Hausdorff 性与极限唯一性). 空间为 Hausdorff 空间，当且仅当每个网
至多有一个极限。

证明. 若 x 6= y 有不交邻域 U, V，一个同时收敛到 x, y 的网将最终属于 U，又最终属于
V。取两个起始指标的共同后继，就要求其后的项位于空集 U ∩ V，矛盾。
反过来，若 x, y 不能分离，则每个 U ∈ N (x) 与每个 V ∈ N (y) 都相交。我们让两

个邻域同时缩小：将 N (x)×N (y) 按各坐标的反包含关系排序，在每个 U ∩ V 中选一
点 zU,V。一旦第一坐标缩进 x 的某个给定邻域，以后各项都在该邻域内，所以这个网收
敛到 x；对第二坐标作同样观察，又知它收敛到 y。

Hausdorff 性传给子空间，只需把两个不交的母空间邻域与子空间取交。度量空间也
都是 Hausdorff 的：对 x 6= y，半径 d(x, y)/3 的两个开球由三角不等式知不相交。
极限唯一性还解释了一个熟悉的现象：连续函数在稠密集上的值确定它在全空间上

的值。直接用开集证明，可以避免为每个点重新选一个网。若 f, g : X → Y 连续且 Y

为 Hausdorff 空间，令 E = {x : f(x) = g(x)}。当 x /∈ E 时，为 f(x), g(x) 取不交开邻
域 U, V，则 f−1(U) ∩ g−1(V ) 是 x 的开邻域，并且与 E 不交。于是 E 闭。特别地，若
E 包含一个稠密子集，它就必须等于 X。
到目前为止，我们只能分离两个点。若把其中一点换成紧集 K，可以先分别分离 x

与各个 y ∈ K；问题在于，所有含 x 的邻域相交后未必仍是邻域。紧性恰好允许我们只
保留有限个。

引理 5.2.3 (点与紧集的分离). Hausdorff 空间中，紧集 K 与点 x /∈ K 有不相交的
开邻域。特别地，每个紧子集都闭。

证明. 若 K = ∅，取 ∅ 和 X 即可。否则，对每个 y ∈ K 取不交开集 Uy 3 y、Vy 3 x。
用紧性选出覆盖 K 的 Uy1 , . . . , Uyn，令

U =
n⋃

i=1

Uyi , V =
n⋂

i=1

Vyi .

48



U 包含 K，V 包含 x，并且 V 避开每个 Uyi，所以 U ∩ V = ∅。每个 K 外的点都有这
样的开邻域 V ⊆ X \K，故 K 闭。

这个结论把紧性与闭集联系起来。在连续映射下，闭集的像通常未必闭；但若闭集
先因紧性变成紧集，其像也紧，而 Hausdorff 性又使这个像闭，就得到了一条完整的推
理链。

定理 5.2.4 (从紧空间到 Hausdorff 空间的映射). 从紧空间到 Hausdorff 空间的连续
映射是闭映射，因此二者之间的连续双射是同胚。特别地，若 O2 ⊆ O1，(X,O1) 紧，
而 (X,O2) 为 Hausdorff 空间，则 O1 = O2。

证明. 若 F 在定义域中闭，则 F 紧，连续像 f(F ) 紧，再由引理 5.2.3 知它在陪域中闭。
故 f 为闭映射。若 f 还是双射，闭映射条件正好保证 f−1 连续，得到同胚。
最后考虑恒等映射 id : (X,O1) → (X,O2)。由于 O2 ⊆ O1，它连续；前述结论使其

逆也连续，于是 O1 ⊆ O2。两个拓扑相同。

因此，在紧空间与 Hausdorff 空间之间构造同胚时，往往只需找到一个连续双射，而
无需再写出逆映射的邻域证明。
我们也需要辨认较弱的分离条件。不能用两个不交邻域分开点，并不表示开集完全

无法区别它们：有时一个开集包含其中一点而不包含另一点，但反方向做不到；有时两
个方向都能做到，邻域却仍会相交。

定义 5.2.5 (T0 与 T1). 若不同点有不同的邻域系，则称空间为 T0 空间；若不同点的
邻域系在包含关系下互不可比，则称空间为 T1 空间。

观察

x ∈ {y} ⇐⇒ x 的每个邻域都包含y.

因此，两点的单点闭包相同，恰好表示开集不能区别这两点。于是 T0 等价于 {x} =

{y} ⇒ x = y。而 T1 要求对 x 6= y，能找到含 x 不含 y 的邻域；这等价于每个 {y} 都
闭。由定义可见 T2 ⇒ T1 ⇒ T0，并且三者都遗传到子空间。
这些条件确实有差别。Sierpiński 空间与赋予右拓扑的实直线都能用开集区别两点，

因而为 T0，但区别具有方向性，所以不满足 T1。无限集上的有限补拓扑中，每个单点
集闭；它还紧，因为非空开覆盖中任取一个非空成员，所剩有限个点各用一个成员覆盖
即可。然而两个非空开集总相交，故它不是 Hausdorff 空间。
也可以用网表达这些弱分离条件。T0 等价于：对两个不同点，存在一个网收敛到其

中之一而不收敛到另一点。若开集 U 含 x 不含 y，常值网 y 就不收敛到 x；反之，邻
域系完全相同的两点必是同一批网的极限。T1 则等价于每个点都是某个网的唯一极限：
在 T1 空间中，常值网 y 的极限只能是 y。若 x ∈ {y}，任何收敛到 y 的网也收敛到 x，
因为 x 的每个开邻域都是 y 的邻域。因此每个点都能成为唯一极限，会排除 x 6= y 时
的这种关系。

5.2.1 sober 空间

在非 Hausdorff 空间中，单点闭包可能含有多个点。不过它仍有一个特殊性质：如果被
两个闭集的并覆盖，那么原来的点必落在其中一个闭集里，整个单点闭包便也落在这个
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闭集里。我们可以反过来问：具有这种性质的闭集，是否一定来自某个点？如果来自一
个点，这个点是否唯一？这就引出 sober 性；下面沿用这一名称。

定义 5.2.6 (sober 性). 若非空闭集 F 满足：对闭集 A,B，由 F ⊆ A ∪ B 可以推出
F ⊆ A 或 F ⊆ B，则称它不可约。若每个不可约闭集都可唯一地写成某个点 x 的闭
包 {x}，则称空间为 sober 空间。

换言之，不可约闭集不能写成两个真闭子集的并。取补集还可得到一个常用判定：若
两个开集都与 F 相交，那么它们的交也与 F 相交。前面的观察证明了每个单点闭包不
可约；若空间 sober，单点闭包相同的点必须相同，故 sober 性蕴含 T0。
在 Hausdorff空间中，一个不可约闭集不能含有两个不同点，因为围绕这两点的不交

开邻域会违反上述开集判定。因此其不可约闭集恰为单点集，空间自然 sober。逆方向
不能加强成 T1：Sierpiński空间的两个非空闭集各有唯一的生成点，因而 sober，却不满
足 T1。无限集的有限补拓扑给出另一种区别：整个空间不可约，但单点集都闭，所以全
空间不是任何单点的闭包，它并不 sober。
如果某个不可约闭集缺少生成它的点，可以尝试把这个闭集本身当成一个新点。这

样也要把原来的点 x 送到 {x}；原来拓扑无法区分的点将被认同。剩下的问题是怎样规
定这些新点的拓扑。对原空间闭集 A，最自然的候选是所有包含在 A 中的新点：

s(A) = {F : F 是X 的不可约闭集，且F ⊆ A}.

定理 5.2.7 (sober 化). X 的全体不可约闭子集构成一个 sober 空间 s(X)，其闭集为
各 s(A)。映射 ηX(x) = {x} 连续；它是单射当且仅当 X 满足 T0，是同胚当且仅当
X 为 sober 空间。对每个连续映射 f : X → Y，若 Y 为 sober 空间，则存在唯一的
连续映射 f̄ : s(X)→ Y，使 f̄ηX = f。

证明. 先检查闭集系。空集对应 s(∅) = ∅，母集 X 对应整个新空间，并且

s(A ∪ B) = s(A) ∪ s(B), s
(⋂

i

Ai

)
=
⋂
i

s(Ai).

第一式正是不可约性的作用；第二式直接来自包含关系。又因为

x ∈ A ⇐⇒ {x} ∈ s(A),

有 η−1
X (s(A)) = A，所以 ηX 连续，且 A 7→ s(A) 是保持并、交与包含关系的一一对应。
利用这个对应，s(A) 不可约当且仅当 A 不可约。若它们不可约，则 A 本身也是新

空间中的一个点。新空间中闭集 s(B) 包含点 A，恰好意味着 A ⊆ B；因此

{A}
s(X)

= s(A).

若另一个点 F 也有这一闭包，就有 s(F ) = s(A)，从而 F = A。这证明 s(X) 为 sober
空间。ηX 的单射性恰好是 T0 条件；若 X sober，则它还是满射，而且对每个闭集 A 都
有 ηX(A) = s(A)，故它为同胚。反过来，sober 性由同胚保持，所以 ηX 为同胚也蕴含
X sober。
接下来构造 f̄。若 F 不可约，则 f(F ) 仍不可约：当它包含于两个闭集的并时，对

这两个闭集取逆像，再用 F 的不可约性即可。由于 Y sober，存在唯一一点 f̄(F ) 使

{f̄(F )} = f(F ).
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这说明新加入的点应当送到哪里。对 Y 的闭集 B，上述等式给出

f̄(F ) ∈ B ⇐⇒ f(F ) ⊆ B ⇐⇒ F ⊆ f−1(B),

故 f̄−1(B) = s(f−1(B)) 闭，所定义映射连续。连续性还给出 f({x}) = {f(x)}，所以
f̄(ηX(x)) = f(x)。
最后验证唯一性，而不能只用稠密集上的一致性，因为 Y 未必 Hausdorff。对不可约

闭集 F 有

ηX(F )
s(X)

= s(F ) = {F}
s(X)

.

若 g连续且 gηX = f，由 F ∈ ηX(F )得 g(F ) ∈ f(F )；由每个 ηX(x)（x ∈ F）属于 {F}，又
得 f(F ) ⊆ {g(F )}。因此 {g(F )} = f(F )，Y 中生成点的唯一性便给出 g(F ) = f̄(F )。

X s(X)

Y

ηX

f
f̄

(5.2.1)

图 5.2.1 中，从 X 直接经 f 到 Y，与先取单点闭包再经 f̄ 到 Y 是同一映射。虚线的存
在与唯一性说明：向任何 sober 空间作连续映射时，这些新增的生成点都只能有刚才构
造的像。
单点闭包还有另一个用途：它把“每个含 x 的开集都包含 y”这种有方向的关系写

成一个序。

定义 5.2.8 (特殊化序). 定义 x ≤ y 当且仅当 x ∈ {y}。

这个关系自反；若 x ≤ y ≤ z，每个含 x 的开集先包含 y，再包含 z，故 x ≤ z，所
以它是预序。两个方向同时成立恰好表示单点闭包相同，故反对称性恰好等价于 T0。每
个开集都是上集：包含 x 且 x ≤ y，就一定包含 y。
在 sober 空间中，这个序还允许对任意非空定向子集 D 取上确界。为看出候选点从

哪里来，先考察 D。若两个开集都与 D 相交，它们也都与 D 相交；取交点 d1, d2 ∈ D，
再取 D 中的共同上界 d。开集是上集，所以 d同时属于这两个开集。由开集判定，D 不
可约，因而可写成 {a}。每个 d ∈ D 满足 d ≤ a；若 b 是 D 的任意上界，则 D ⊆ {b}，
取闭包后得 a ≤ b。所以 a 正是所求上确界。

5.3 正规性与 Baire 性质
上一节用紧性将点与点的分离提升为点与紧集的分离。若空间本身紧且 Hausdorff，闭
集都是紧集，我们便能再做一次有限覆盖论证，将两个不交闭集分开。先把这两种分离
要求独立命名；它们在不紧的空间中也有意义。

定义 5.3.1 (正则空间与正规空间). 若一点与不包含它的闭集有不相交的开邻域，则
称空间正则。若两个不相交闭集有不相交的开邻域，则称空间正规。这里二者都不
额外包含 T1 条件。正则 T0 空间称为 T3 空间；正规 T1 空间称为 T4 空间。
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实际构造中，比起同时写出两个不交开集，我们更常从一个给定邻域出发，把它缩
小后连同闭包一起留在原邻域中。正则性恰好等价于

x ∈ U, U 开 =⇒ x ∈ V ⊆ V ⊆ U 对某个开集V.

若能将 x 与 X \U 分别放入不交开集 V,W，则 V ⊆ X \W ⊆ U。反过来，给定闭集 F

不含 x，对 U = X \ F 作这种收缩，V 与 X \ V 就分开了 x 和 F。换言之，正则性使
每个邻域都包含一个闭邻域。
把点换成闭集，同样的取补步骤说明正规性等价于

F ⊆ U, F 闭, U 开 =⇒ F ⊆ V ⊆ V ⊆ U 对某个开集V.

我们后面反复构造嵌套开集时，用的就是这个收缩形式。
正则 T0 空间一定 Hausdorff：对 x 6= y，T0 保证存在一个开集含其中一点而不含另

一点。设 x ∈ U、y /∈ U，将 U 缩成 x ∈ V ⊆ V ⊆ U 后，V 与 X \ V 就是不交邻域。另
外，正规 T1 空间中单点集闭，因而正规性蕴含正则性。于是

T4 =⇒ T3 =⇒ T2 =⇒ T1 =⇒ T0.

定理 5.3.2 (紧空间中的正规性). 紧 Hausdorff 空间是 T4 空间。更一般地，紧正则
空间正规。

证明. 给定不交闭集 A,B，它们都紧。对每个 a ∈ A，取不交开集 Ua, Va，分别包含 a

与 B：Hausdorff 情形用引理 5.2.3，正则情形直接用定义。再用 A 的紧性选取有限个
Uai 覆盖 A，则

⋃
i Uai 包含 A，

⋂
i Vai 包含 B，二者不交。若某个闭集为空，直接取空

集与全空间即可。Hausdorff 空间已经满足 T1，所以第一种情形得到 T4。

对于度量空间，可以用距离函数做得更具体。我们想找一个连续函数，使它在 A 上
取 0，在 B 上取 1；如果找到了，取靠近 0 和靠近 1 的两个不交区间的逆像，就能把
A,B 分开。点到集合的距离给出了这种函数的原料。

引理 5.3.3 (点到集合的距离). 对度量空间中的非空集合 A，函数 d(x,A) =

infa∈A d(x, a) 是 1-Lipschitz 的，且 A = {x : d(x,A) = 0}。

证明. 对每个 a ∈ A，三角不等式给出 d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)，取下确界得 d(x,A) ≤
d(x, y) + d(y, A)。交换 x, y 即得

|d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y).

而 d(x,A) = 0 表示每个 ε > 0 都存在 a ∈ A 使 d(x, a) < ε，这恰好是每个以 x 为中心
的开球都与 A 相交，即 x ∈ A。

若 A,B 是不交的非空闭集，考虑

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

分母不可能为零，否则 x 同时属于两个闭集。由引理，f 连续，在 A 上取 0，在 B 上
取 1。于是 f−1([0, 1/3)) 与 f−1((2/3, 1]) 是所求不交开邻域，这里的区间是在 [0, 1] 中
的相对开集。若其中一个闭集为空，分离没有困难。因此每个度量空间都正规，结合
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Hausdorff 性便得到 T4。注意我们没有要求 A,B 之间有统一的正距离，只要求同一个
点不能同时到二者距离为零。
这些分离条件之间的逆向蕴含并不成立。下面的例子还说明，正规性与稍弱的正则

性在乘积下有不同表现。

例 5.3.4 (分离公理的区别与 Sorgenfrey 平面). Sierpiński 空间正规，但不正则，也
不满足 T1。
Sorgenfrey 直线正规，而 Sorgenfrey 平面满足 T3 却不正规。

先看 Sierpiński 空间。它的两个非空闭集互相包含，因而不交闭集中至少一个为空，
正规性自动成立。但取闭单点集和外面的另一个点，二者不能有不交邻域，所以不正则；
也不是所有单点集都闭。
对 Sorgenfrey 直线中的不交闭集 F,G，利用它们的开补集，为每个 x ∈ F 选取避开

G 的基本区间 [x, ax)，为每个 y ∈ G 选取避开 F 的 [y, by)。这两类区间一定彼此不交：
若 x < y 且区间相交，则 y < ax，于是 y ∈ [x, ax)，与该区间避开 G 矛盾；y < x 时同
理。分别取两类区间的并，便把 F,G 分开。
在 Sorgenfrey 平面中，基本矩形既开又闭，所以每个邻域都有闭的基本邻域，空间

正则；它又是 Hausdorff 空间，故满足 T3。为了检验正规性，考虑先前已经得到的闭离
散反对角线 L，其基数为 c。L 的每个子集都是平面中的闭集。若平面正规，那么对每
个 A ⊆ L，可取 A,L \ A 的不交开邻域 UA, VA。
关键是：可数稠密集 Q × Q 已经能够区别所有这些 UA。若 A 6= B，交换二者后可

设 x ∈ A \ B，则 UA ∩ VB 是包含 x 的非空开集，故含一个有理点对；这个点属于 UA，
却不属于 UB。于是 A 7→ UA ∩ (Q×Q) 为单射。这要求

|P(L)| ≤ |P(Q×Q)| = c,

与 Cantor 定理 |P(L)| > c 矛盾。因而 Sorgenfrey 平面不正规。
再看例 4.3.3 中的算术级数拓扑。它是 Hausdorff 的：对不同正整数 m,n，取素数

p > max{m,n}，则 Dp,m 与 Dp,n 是不交基本邻域。但它不正则，具体障碍是点 1 与闭
集 2N+ 无法分离。
事实上，1 的每个邻域都包含某个 Dd,1，再将步长改成偶数 e = 2d，便得到 De,1 ⊆

Dd,1。若开集 V 包含全部偶数，它尤其包含 e，因而含有 e 的某个基本邻域 Da,b。由
e ≡ b (mod a) 与 gcd(a, b) = 1，知 gcd(a, e) = 1。中国剩余定理遂给出满足

n ≡ 1 (mod e), n ≡ b (mod a)

的正整数 n。它同时落在 De,1 和 V 中。因此任何 1 的开邻域都会遇到任何包含偶数集
的开集，分离不可能完成。
接下来回到 Baire 定理。第 3.2 节中，无处稠与稀疏的定义只用到了闭包、内部和可

数并，所以离开度量空间以后仍然适用。我们把 Baire 定理的结论本身作为一个拓扑性
质。

定义 5.3.5 (Baire 空间). 若可数个稠密开集的交仍稠密，则称空间为 Baire 空间。

这个定义等价于每个稀疏集内部为空，也等价于每个非空开集在母空间中非稀疏。确
切地说，若 An 无处稠，则 X \ An 稠密且开；它们的交稠密，便说明

⋃
n An 不能包含
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非空开集。反过来，若 Un 都稠密且开，那么 X \ Un 都是无处稠闭集；其并内部为空，
正是

⋂
n Un 稠密。

Baire 性质传给开子空间。设 V ⊆ X 开，A ⊆ V 在 V 中无处稠。若 A
X 含有非空

开集 W，由于 A 在自己的闭包中稠密，W 必与 A 相交，因而 W ∩ V 非空。它是包含
在 A

V 中的非空相对开集，矛盾。因此 A 在 X 中也无处稠。若 V 的某个非空相对开
集在 V 中稀疏，它也就在 X 中稀疏；但它因 V 开而是 X 的非空开集，与 X 的 Baire
性质矛盾。
无理数空间 I = R \Q 也为 Baire 空间，不过它不是 R 的开子空间，不能直接套用

上一段。给定 I 中相对稠密开集 Gn = I ∩ On，其中 On 在 R 中开。因为 I 在 R 中稠
密，Gn 在 I 中稠密，On 必在 R 中稠密。枚举 Q = {q1, q2, . . .}，对 On 与 R \ {qn} 一
起应用实数空间的 Baire 定理，得到⋂

n

Gn =
⋂
n

On ∩
⋂
n

(R \ {qn})

在 R 中稠密，因而在 I 中稠密。
在度量 Baire定理的证明中，我们构造一列嵌套闭球，再用完备性得到公共点。现在

没有距离，无法要求半径趋于零；但若空间紧，只要构造出非空嵌套闭集就足够。正则
性的收缩形式恰好能在给定开集中放入这样的闭集。

定理 5.3.6 (紧 Hausdorff 空间的 Baire 性质). 每个紧 Hausdorff 空间都是 Baire 空
间。

证明. 设 Un 为稠密开集，W 为任意非空开集。W ∩U1 非空，在其中取一点，再由正则
性选取非空开集 V1 使 V1 ⊆ W ∩ U1。若已经选出 Vn，稠密性保证 Vn ∩ Un+1 非空，再
次收缩得到

∅ 6= Vn+1 ⊆ Vn ∩ Un+1.

因此 (Vn) 是非空嵌套闭集族，具有有限交性质。由紧性，其交中存在一点；它属于 W，
也属于每个 Un。由于 W 任意，

⋂
n Un 稠密。
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第六章

乘积空间与商空间
有了关于紧性和分离性的工具，我们接下来构造新的空间。乘积把许多坐标放在一起，
商空间则把指定的点认作同一点；两种构造都要回答同一个问题：怎样规定开集，才能
让原有的映射自然地成为连续映射？本章先用初始拓扑解释乘积，再证明任意紧空间的
乘积仍紧，最后通过终拓扑研究商映射与曲面的粘合。

6.1 乘积空间

对子集 A ⊆ X 赋予子空间拓扑时，我们要求包含映射 A ↪→ X 连续。因此，每个 X 中
开集的逆像都必须开；只把这些必要的开集加入，就得到了子空间拓扑。现在把一个包
含映射换成一族任意映射，我们仍可以问：至少需要给定义域哪些开集，才能使这些映
射全部连续？

定义 6.1.1 (初始拓扑). 给定到拓扑空间的映射族 fi : X → Yi，X 上以 {f−1
i (U) :

U ⊆ Yi 开} 为子基的拓扑称为相应的初始拓扑。它是使所有 fi 连续的最粗拓扑。

这里取子基而非直接把所有逆像当成拓扑，是因为来自不同 fi 的逆像还需要作有限
交，再取任意并。凡是使全部 fi 连续的拓扑，都必须包含这些集合，因此“最粗”确实
成立。
这个定义特别适合判断映入 X 的映射。因为 h−1(f−1

i (U)) = (fih)
−1(U)，连续性的

子基判定给出第一条；网的邻域判定给出第二条：

h : Z → X 连续 ⇐⇒ fih 对每个i 都连续,

ξ → x 在X 中成立 ⇐⇒ fiξ → fi(x) 对任意i.

第二条的反向需要注意有限性：若各坐标的网收敛，就最终进入每个给定的子基本邻域；
一个基本邻域只用有限个这种条件，取有限个起始指标的共同后继，便使这些条件同时
成立。

Z X

Yi

h

fih
fi (6.1.1)

图 6.1.1 中斜箭头是沿上边、右边的复合；当 X 取初始拓扑时，所有这些斜箭头连续，
恰好足以保证 h 连续。
度量拓扑也能这样描述。对每个 a ∈ X 考虑实值函数 fa(x) = d(x, a)。三角不等式使

它连续，所以这些函数生成的初始拓扑不比度量拓扑细；反过来，B(a, r) = f−1
a ((−∞, r))，

故每个开球都属于初始拓扑。两者相同。
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在 X1×X2中，最自然的映射是两个坐标投影 pi。若要求它们连续，就必须使 U1×X2

和 X1×U2 开；将两者相交，得到基本矩形 U1×U2。所以两个投影生成的初始拓扑，正
是以开矩形为基的乘积拓扑。投影不仅连续，而且开：一个非空基本矩形在任一坐标上
的像就是相应的开集，一般开集再取这些像的并即可。
映入乘积的映射连续，当且仅当两个坐标映射连续。尤其，若 fi : Xi → Yi 连续，那

么 f1 × f2 的第 i 个坐标为 fipi，故它连续。下图把这一等式写了出来：

X1 ×X2 Y1 × Y2

Xi Yi.

f1×f2

pi pi

fi

(6.1.2)

坐标收敛的判定立即说明两个紧空间的乘积紧。给定乘积中的一个网，先由第一因
子的紧性取一个子网，使第一坐标收敛；再由第二因子的紧性，从这个子网中取子网，
使第二坐标收敛。第二次取子网不会破坏已经得到的第一坐标收敛，于是两个坐标都收
敛，乘积中的网也收敛。重复有限次得到有限积的紧性。对无限多个坐标，不能把“不
断取子网”直接当作已有一个最终子网，下一节要专门解决这个困难。
乘积还把 Hausdorff性转成一个闭集条件。令 ∆X = {(x, x) : x ∈ X}。对 (x, y) /∈ ∆X，

基本矩形 U × V 避开 ∆X，恰好等价于 U ∩ V = ∅。因此

X 为 Hausdorff 空间 ⇐⇒ ∆X 在X ×X 中闭.

若 f, g : Z → X 连续，它们的相等点集就是连续映射 (f, g) 对 ∆X 的逆像，这也重新解
释了上一章的相等点集判定。
我们还需要一个能把逐点邻域变成统一邻域的结果。设开集 W 包含整片 A × {b}。

对每个 a ∈ A，总能找到小矩形 Ua× Va ⊆ W；但若想在 Y 方向同时移动整片 A，就需
要一个对所有 a 都有效的 b 的邻域。紧性再次让我们只取有限个 Va 的交。

引理 6.1.2 (管形引理). 若 A ⊆ X 紧，b ∈ Y，且开集W ⊆ X×Y 满足 A×{b} ⊆ W，
则存在开集 U ⊇ A 和 V 3 b，使 U × V ⊆ W。

证明. 在每个 (a, b) 周围选基本矩形 Ua × Va ⊆ W。有限个 Uai 覆盖 A，取 U =
⋃

i Uai、
V =

⋂
i Vai。若 (u, v) ∈ U × V，则某个 Uai 含 u，而 v ∈ Vai，故 (u, v) ∈ W。若 A = ∅，

取 U = ∅、V = Y 即可。

投影总是开映射，但不一定闭。例如闭集 {(x, y) ∈ R2 : xy = 1} 在第二坐标上的投
影为 R \ {0}。这里随着 y 趋于 0，所需的第一坐标逃向无穷大；若第一因子紧，这种情
形就会被管形引理排除。

定理 6.1.3 (Kuratowski 投影定理). 空间 X 紧，当且仅当对每个空间 Y，投影
pY : X × Y → Y 都是闭映射。

证明. 先设 X 紧，F ⊆ X×Y 闭。若 y /∈ pY (F )，则整片 X×{y}都在开集 (X×Y )\F
中。管形引理给出 y 的开邻域 V，使 X × V 与 F 不交。因而 V 避开 pY (F )，这就证
明投影的像闭。
反过来，我们要从投影闭性得到闭集族的公共点。设 A 是有有限交性质的非空闭集

族，将它扩充为包含所有有限交的集族。构造辅助空间 Y = X ∪ {∞}：让 X 的点在 Y
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中全部孤立，∞ 的邻域基则规定为

{{∞} ∪ A : A ∈ A}.

有限交性质保证这些邻域都遇到 X，所以 X 在 Y 中稠密。这个构造的目的，是把“最
终进入每个 A”集中到一个新点 ∞ 附近。
令 F 为对角集合 {(x, x) : x ∈ X} 在 X × Y 中的闭包。其投影包含 X，又由假设为

闭集，所以包含 ∞。于是存在 x0 使 (x0,∞) ∈ F。对每个 A ∈ A 与 x0 的任意开邻域
U，矩形 U × ({∞} ∪A) 都遇到原对角集合，这正表示 U ∩A 6= ∅。故 x0 ∈ A = A，得
到
⋂
A 6= ∅。空集族的情形直接取交为 X；X = ∅ 时本来就紧。因此闭集判定给出结

论。

6.1.1 紧映射

若把一个紧空间映到单点，其唯一纤维就是整个空间，并且这个映射当然闭。我们希望
把这一情形推广到有许多纤维的映射。只要求每条纤维紧还不够，例如 R \ {0} ↪→ R 的
纤维都是空集或单点，但整个定义域这个闭集的像不是闭集。需要再要求闭映射性，来
控制不同纤维之间的变化。

定义 6.1.4 (紧映射). 连续闭映射若每条纤维都紧，则称为紧映射。这类映射也称完
全映射；这里不要求满射。

先记录一个常用的限制步骤。若 B ⊆ Y，令 fB : f−1(B)→ B 为 f 的限制，它保留
f 的连续性、闭映射性以及紧映射性。闭映射性并不要求 B 本身闭：若 C 在 f−1(B)中
闭，写成 C = F ∩ f−1(B)，其中 F 在 X 中闭，则

fB(C) = f(F ) ∩B

在 B 中闭。限制前后纤维相同，所以紧纤维条件也保留。
紧映射 f : X → Y 下，紧集 K 的逆像紧。为证明这一点，给定 f−1(K) 的开覆盖，

将其成员写成母空间开集与 f−1(K) 的交。对每个 y ∈ K，用有限个相应母空间开集覆
盖紧纤维 f−1(y)，记它们的并为 Uy。闭映射性使

Vy = Y \ f(X \ Uy)

成为 y 的开邻域，而且 f−1(Vy) ⊆ Uy。所以这有限个覆盖成员不只覆盖一条纤维，还覆
盖 Vy ∩K 上方的所有点。再用 K 的紧性取有限个 Vy，相应有限批覆盖成员便覆盖整
个 f−1(K)。
这也给出两个立即可用的结论。紧映射的复合仍是紧映射：连续性、闭映射性由复

合保持，而复合在 z 上的纤维为 f−1(g−1(z))，是紧集的逆像。若紧映射还满射，则定义
域紧当且仅当陪域紧，一个方向用连续像，另一个方向用刚证明的逆像性质。
非恒定实多项式 p : R → R 和范数映射 RN → [0,∞) 都是紧映射。两者对有界闭

区间的逆像都有界且闭，故紧。再验证闭映射性：若 F 闭而 yn = f(xn) ∈ f(F ) 收敛
到 y，将 (yn) 与 y 放进同一个有界闭区间，便使 (xn) 落在一个紧集里。取收敛子列
xnk
→ x ∈ F，连续性给出 f(x) = y；度量空间的序列闭判定说明 f(F ) 闭。单点的逆像

当然也紧。相反，正弦映射的纤维 sin−1(0) = πZ 非紧；定义在 R 上的常值映射的非空
纤维为整个 R，所以二者都不是紧映射。
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投影定理把紧空间刻画为“与任意空间作积后，投影仍闭”。对紧映射，也可以问：
让它只作用在乘积的一个坐标上，闭性是否仍能保留？答案仍由管形引理给出。

定理 6.1.5 (紧映射的乘积判定). 对连续映射 f : Y → Z，下列条件等价：f 是紧映
射；对每个空间 X，f × 1X 是紧映射；对每个空间 X，f × 1X 是闭映射。

证明. 设 f 为紧映射。为证明 f × 1X 闭，给定闭集 C ⊆ Y ×X，以及不属于其像的点
(z, x)。开集 G = (Y ×X) \ C 包含整片 f−1(z) × {x}。管形引理给出开集 U ⊇ f−1(z)

与 W 3 x，使 U ×W ⊆ G。由于 f 闭，

V = Z \ f(Y \ U)

是 z 的开邻域，且 f−1(V ) ⊆ U。因此 (f × 1X)
−1(V ×W ) ⊆ G，即 V ×W 避开闭集 C

的像。这证明乘积映射闭；它连续，而且在 (z, x) 上的纤维与 f−1(z) 同胚，所以也是紧
映射。
第二个条件显然蕴含第三个。若第三个成立，先取 X 为单点空间，得 f 闭。再固定

z ∈ Z，将闭映射 f × 1X 限制在陪域子空间 {z}×X 的逆像上。由前面的限制性质，所
得映射仍闭；把它写成坐标，就是投影 f−1(z)×X → X。这对所有 X 成立，定理 6.1.3
遂说明 f−1(z) 紧。因此 f 为紧映射。

6.2 Tychonoff 乘积定理
有限积中，我们可以依次选择子网，使每个坐标收敛。坐标有无限多个时，这个过程没
有一个最后步骤；即使只逐次处理可数多个坐标，也不能未经证明就把所有子网看成同
一个子网。因此要另找一种同时处理所有坐标的办法。乘积拓扑的基本邻域只限制有限
个坐标，这将使开覆盖的论证比逐次选子网更合适。
先把集合与拓扑两层构造分清。对由 I 编号的集合族 Xi，定义∏

i

Xi = {x : I →
⋃
i

Xi : x(i) ∈ Xi}, xi = x(i).

一个点就是为每个指标指定一个坐标。空积规定为单点集，对应唯一的空函数。选择公
理断言每族非空集合的乘积非空；本文在通常的集合论框架中使用选择公理，本节末尾
会交代它在乘积定理中所起的作用。

定义 6.2.1 (乘积拓扑). 对拓扑空间族 Xi，
∏

i Xi 上由投影 pi(x) = xi 生成的初始拓
扑称为乘积拓扑。标准基本开集形如∏

j∈J

Uj ×
∏
i/∈J

Xi, J ⊆ I 有限, Uj ⊆ Xj 开.

这里的写法表示有限个坐标有额外开集条件，其余坐标完全不受限制。这一点来自
子基本集合只作有限交，不能擅自换成所有坐标上的任意开集乘积。
若 Ai ⊆ Xi 为子空间，将上述基本集合与

∏
i Ai 相交，得到同样有限个坐标上的相

对开集条件。因此
∏

i Ai 的乘积拓扑与它作为
∏

i Xi 子空间的拓扑一致。投影连续且开：
非空基本集合的投影是某个 Ui 或整个 Xi，再取并即可。初始拓扑的判定又给出：映射
f : Z →

∏
i Xi 连续当且仅当各 pif 连续；网在乘积中收敛当且仅当每个坐标都收敛。

58



反过来，如果已经给出一族映射 fi : Z → Xi，就没有必要再猜测映入乘积的映射怎
样定义：它的每个坐标都已被指定，唯一可能是 ∆ifi : z 7→ (fi(z))i。它连续恰好等价于
所有 fi 连续。

Z
∏

i Xi

Xj

∆ifi

fj
pj (6.2.1)

图 6.2.1 中，对每个 j 都有 pj∆ifi = fj；这些等式既决定了虚线映射的唯一性，也把它
的连续性化成各坐标的连续性。
闭包也可以逐坐标计算：对任意 Ai ⊆ Xi，∏

i

Ai =
∏
i

Ai.

右边是包含
∏

i Ai 的闭集，因为它等于
⋂

i p
−1
i (Ai)，所以左边包含于右边。反过来，若

xi ∈ Ai，则 x 的每个基本邻域只要求有限个坐标落在指定开集中；这些开集各与 Ai 相
交，可以在其中选取坐标，其余坐标选在相应 Ai 内，便得到邻域与

∏
i Ai 的交点。若

某个 Ai 为空，两边都为空；空积时两边都是单点集。
由这些具体的基本邻域，我们可以直接检查哪些性质在乘积下保留。

命题 6.2.2 (乘积的性质). 正则性及 T0, T1, T2, T3 都保持到任意乘积。第一可数性、
第二可数性与可分性保持到可数乘积。可数个可度量化空间的乘积仍可度量化。

证明. 不同的乘积点总在某个坐标不同。在这个坐标中用 T0、T1 或 T2 条件选取所需开
集，再取投影逆像，就得到乘积中的对应分离条件。若各因子正则，给定点 x 的一个基
本邻域，将它限制的有限个坐标开邻域分别收缩为 xj ∈ Vj ⊆ Vj ⊆ Uj。由闭包公式，相
应的基本邻域的闭包仍在原邻域中，故乘积正则。结合 T0 就得到 T3。
对可数乘积中的固定点，从各坐标的可数邻域基中作有限坐标指定，就得到一个可

数邻域基：有限指标集只有可数多个，每次有限个可数集的选择也只有可数多个。把邻
域基换成各因子的全局可数基，同样得到第二可数性。
对可分性，先选各因子的可数稠密集 Dn，并固定一个点 a ∈

∏
n Dn。只允许有限个

坐标不同于 a，且变化后的坐标仍在 Dn 中，得到可数集 D。任意非空基本开集只限制
有限个坐标，在这些坐标中利用 Dn 的稠密性选点，其余取 an，便得到 D 中的交点。含
空因子时乘积为空，相应结论直接成立。
最后，给定各因子的度量 dn，我们想将坐标距离相加。但无限和未必收敛，因此先

把每项截断为不超过 1，再乘以可求和的权重：

d(x, y) =
∑
n≥1

2−n min{dn(xn, yn), 1}.

非负性、对称性与正定性直接成立。由 min{a + b, 1} ≤ min{a, 1} + min{b, 1}，每个截
断距离仍满足三角不等式，求和后 d 也是度量。
还要验证它给出的恰好是乘积拓扑。给定 x 的基本邻域，在每个受限坐标 j ∈ J 中

选 0 < rj < 1，使 Bdj(xj, rj) ⊆ Uj。若 d(x, y) < minj∈J 2
−jrj，则每个受限坐标都满

足 dj(xj, yj) < rj，所以这个 d-球位于基本邻域内。反过来，给定 ε > 0，选 N 使尾和
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∑
n>N 2−n < ε/2，再要求前 N 个坐标分别足够接近，使初段和小于 ε/2。这只限制有

限个坐标，给出一个包含于 Bd(x, ε) 的乘积基本邻域。两个拓扑因而相同。

这里没有列入正规性：两个 Sorgenfrey直线都正规，它们的乘积却由例 5.3.4知不正
规。
例 2.1.8 中 Cantor 集的地址，也可以用乘积语言重新理解。每一步选择左段或右段，

得到一个 0–1 序列；任意地址对应一列长度趋于零的嵌套闭区间，因而确定唯一一点。
地址映射 C → {0, 1}N 是双射。它的每个坐标在相应阶段的既开又闭子集上恒定，所以
逐坐标连续。C 紧，而右边为 Hausdorff 空间，由定理 5.2.4，这个地址映射便是同胚。
现在证明任意乘积的紧性。一个一般开集可能是许多基本集合的并，而基本集合又

同时约束多个坐标；若能把检验缩减到子基覆盖，每个覆盖成员就只约束一个坐标，因
子的紧性便可以直接使用。下面的引理完成这个缩减。

引理 6.2.3 (Alexander 子基引理). 若 X 的每个由子基 S 成员组成的覆盖都有有限
子覆盖，则 X 紧。

证明. 假设存在没有有限子覆盖的开覆盖 U。我们先把它扩充到不能再扩充的程度：将
所有包含 U、且仍无有限子覆盖的开集族按包含排序。链的并仍无有限子覆盖，因为任
何有限子族已经位于链中的某个成员内。由 Zorn 引理，存在极大元M。
极大性带来两条性质。首先，若 M ∈ M、V ⊆ M 开，则 V ∈ M，因为加入 V 不

可能新产生有限子覆盖。其次，若 U1 ∩ · · · ∩ Un ∈M，则至少一个 Ui ∈M。否则，加
入每个 Ui 后都出现有限子覆盖；把这些有限子覆盖中来自 M 的成员收集起来，记它
们的并为 M0。每个不在 M0 中的点都必须属于所有 Ui，于是 M0 与 U1 ∩ · · · ∩ Un 就由
M 的有限个成员覆盖了 X，矛盾。
对每个 x ∈ X，取 M ∈ M 含 x，再在其中取含 x 的子基本集合的有限交。这个交

由第一条属于M，由第二条，其某个子基本因子也属于M，并且包含 x。注意这里不
可能只取空交 X，因为 X /∈M。因此 S ∩M 已覆盖 X。按假设，它有有限子覆盖，这
又与M 的构造矛盾。

引理并没有把一般开覆盖逐个替换成子基成员，而是先取一个极大失败的覆盖，再
用极大性从有限交中抽出一个因子。这个步骤解释了为什么证明中需要 Zorn 引理。

定理 6.2.4 (Tychonoff 乘积定理). 任意个紧空间的乘积仍紧。

证明. 空积为单点集，含空因子的乘积为空，均紧。以下设各因子非空。根据 Alexander
子基引理，只需证明：一族子基本开集若没有有限子族覆盖乘积，它根本就不能覆盖乘
积。
按坐标把这些集合分类，每个成员形如 p−1

i (U)。对固定 i，这一类所对应的 U 不可
能覆盖 Xi；否则 Xi 的紧性给出有限个 U 覆盖 Xi，相应有限个柱集就覆盖整个乘积，
矛盾。所以可在这些 U 的并外选一点 xi。对所有 i 作此选择，点 (xi)i 就不属于原集族
的任何成员。因此每个子基覆盖都有有限子覆盖，乘积紧。

这个证明不要求各因子 Hausdorff。若它们同时 Hausdorff，乘积由命题 6.2.2 也为
Hausdorff 空间。
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例 6.2.5 (紧但不序列紧). 紧 Hausdorff 空间 {0, 1}P(N) 中，令 fn(A) = 1（n ∈ A），
而 fn(A) = 0（n /∈ A）。序列 (fn) 没有收敛子列。

这里每个坐标由一个自然数子集 A 编号，因子 {0, 1} 取离散拓扑。给定任何子列
(fnk

)，可以用它自己的奇数项指标造出一个坐标

A = {n1, n3, n5, . . .}.

在这个坐标上，fnk
(A) 在 1 与 0 间交替，而离散空间中的收敛序列必须最终恒定。因

此这个子列在该坐标上不收敛，也就不在乘积中收敛。另一方面，各个二点因子紧且
Hausdorff，故整个乘积紧且 Hausdorff。这说明紧性的网判定不能在任意拓扑空间中换
成序列判定。

6.2.1 乘积定理背后的选择原则

刚才有两处存在性值得分清：Alexander引理用 Zorn引理取极大覆盖，乘积定理又在每
个因子中选了一个点。这些都与选择公理有关。下面补上它们之间的逻辑关系，而不把
这些选择隐藏在“任取”二字中。
偏序是自反、反对称且传递的关系；链是其中任意两点可比的子集。极大元表示没

有严格更大的元素，并不要求它大于其余所有元素；后者称为最大元。良序则是每个非
空子集都有最小元的全序。

定理 6.2.6 (选择公理的等价形式). 下列命题等价：选择公理；每个满射都有右逆；
每个集合都可良序化；Zorn 引理，即每条链都有上界的偏序集必有极大元。它们还
等价于任意紧空间的 Tychonoff 乘积定理。

证明. 选择公理允许从满射 p : X → Y 的每条非空纤维中选一点，得到 s : Y → X 且
ps = idY。反过来，对非空集合族 (Ai)，不交并到指标集的投影

∐
i Ai → I 满射；它的

右逆就在每个 Ai 中选了一点。所以前两个命题等价。
由 Zorn 引理可得良序化。把给定集合的所有良序子集按“作为初段扩充”排序：旧

子集中的次序不能改变，新加的点必须排在它的所有点之后。一条链的并带有相容次序，
仍是良序。事实上，对并集的非空子集 B，先取一个与 B 相交的链成员，在这个初段内
取 B 的最小元；所有后添元素都在它之后，所以它也是 B 的最小元。Zorn 引理给出极
大良序子集；如果它还缺少一个点，就能把该点添在末尾，与极大性矛盾。于是整个集
合可良序化。反过来，将所有待选择集合的不交并良序化，再从每个分量取最小元，就
得到选择函数。
剩下说明选择公理推出 Zorn 引理。令 L 为给定偏序集的全体链，按包含关系排序。

它自身的每条链都有上确界，即这些链的并，空链的上确界为 ∅。若没有极大链，选择
公理可为每个 L ∈ L 选一个真扩充 F (L) ) L。这将违反紧接着证明的 Bourbaki 不动
点定理 6.2.7；该定理的证明不使用选择公理，因此这里没有循环。于是有极大链 L。按
Zorn 引理的假设，它有上界 m；若 m 上面还有严格更大的元素，就能把这个元素加入
L，矛盾。故 m 是极大元。
此前的证明已经由选择公理得到 Tychonoff 定理。反方向的困难在于：不能先假定∏

i Ai 非空，因为那正是要证明的事。为此，在每个非空集合 Ai 中添入一个共同的新点
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∞，令 Xi = Ai ∪ {∞}，取拓扑

{∅, Ai, {∞}, Xi}.

每个 Xi 都紧，因为开覆盖至多需要一个成员覆盖 Ai、另一个覆盖 ∞。乘积
∏

i Xi 则
已有明确的点，即各坐标都为 ∞ 的点，无需任何选择。假定 Tychonoff 定理，乘积紧；
其中闭柱集 p−1

i (Ai) 具有有限交性质，因为有限多个 Ai 中可以作有限次选择，其他坐
标全取 ∞。于是这些闭柱集的总交非空，而该交就是

∏
i Ai，故选择公理成立。这里使

用的是不附加 Hausdorff 条件的完整乘积定理。

现在补上刚才使用的不动点结果。直观上，从 x出发反复施行 F，会一直向上走；积
累成一条链后，可以取上确界继续。但仅写出 x, F (x), F 2(x), . . . 还不够，因为它们的上
确界未必立即是不动点。下面用对这两种操作封闭的最小集合，把整个过程一次组织起
来。

定理 6.2.7 (Bourbaki 不动点定理). 若偏序集 P 中每条链，包括空链，都有上确界，
且对每个 x ∈ P 有 x ≤ F (x)，则 F 有不动点。

证明. 称 A ⊆ P 为封闭于所需操作的集合，如果 F (A) ⊆ A，且 A 中每条链在 P 中的
上确界仍属于 A。将所有这样的集合取交，得到最小者 P0。它存在，因为 P 本身符合
条件；它包含最小元 ⊥ = sup∅。我们的目标是证明 P0 本身就是链，然后对整条链取
上确界。
为此，暂称 x ∈ P0 为连接点，如果对任意 y ∈ P0，由 y < x 能推出 F (y) ≤ x。固定

一个连接点 x，考虑

Ax = {y ∈ P0 : y ≤ x 或F (x) ≤ y}.

这个集合对 F 封闭：若 y < x，用连接点条件；若 y = x，其像为 F (x)；若 F (x) ≤ y，
则 F (x) ≤ y ≤ F (y)。它也对链的上确界封闭：如果链中所有成员都不超过 x，其上确
界也不超过 x；否则某个成员不小于 F (x)，上确界也不小于 F (x)。空链的上确界 ⊥ 亦
属于 Ax。由 P0 的最小性，Ax = P0。因此对连接点 x 和任意 y ∈ P0，总有

y ≤ x 或 F (x) ≤ y. (6.2.2)

下面证明所有连接点构成的集合也封闭于这两种操作。若 x 是连接点且 y < F (x)，
由式（6.2.2）可知 y ≤ x。当 y < x 时，F (y) ≤ x ≤ F (x)；当 y = x 时，F (y) = F (x)。
所以 F (x) 也是连接点。
若 L 是连接点构成的非空链，令 x = supL，并取 y ∈ P0 满足 y < x。必有某个

z ∈ L 使 y < z。否则，对每个 z 用式（6.2.2），不是 y ≤ z 就是 F (z) ≤ y；第一种情
形因排除了 y < z 而只能是 y = z，第二种情形也给出 z ≤ y。这会使 y 成为 L 的上界，
与 y < x 矛盾。选定这样的 z 后，由 z 的连接点性质得 F (y) ≤ z ≤ x，故 x 也是连接
点。空链上确界 ⊥ 的连接点条件则自动成立。
由最小性，P0 的每个点都是连接点。于是式（6.2.2）表明其中任意两点可比，故

P0 是链。令 b = supP0。封闭性给出 b, F (b) ∈ P0，再由 b 是上界与 b ≤ F (b)，得到
b ≤ F (b) ≤ b，即 F (b) = b。

这个证明没有要求 F 单调或连续；始终使用的是逐点条件 x ≤ F (x)，不能把二者
混淆。另一个选择原则的推论是任意两个集合的基数可比。把所有部分单射 f : A→ Y
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（A ⊆ X）按扩充排序，链的并仍是部分单射，所以 Zorn 引理给出极大者。若它的定义
域不等于 X、像也不等于 Y，就可以各取一个未使用的点添成一对，与极大性矛盾。故
它或者将整个 X 单射到 Y，或者其逆将整个 Y 单射到 X。特别地，将无限集良序化，
依次选取尚未选取的最小元，就得到一个可数无限子集；无限性保证每个有限阶段后仍
有可选的点。

6.3 商空间

子空间是在原空间中选取一部分点，乘积是同时记录多个坐标；商空间的出发点则是把
某些点当成同一点。例如把区间两端粘起来，应当得到一个圆。集合层面的粘合很容易
规定，真正需要考虑的是：粘合以后，哪些集合应该算开集？
设 E是X 上的等价关系，即满足自反、对称与传递性。等价类将X 分成一个划分；反

过来，每个划分也规定一个等价关系。记全体等价类为 X/E，自然映射为 q : X → X/E、
q(x) = [x]。若希望 q 连续，那么商集中的开集 V 必须满足 q−1(V ) 在原空间中开。我们
干脆将所有符合这个条件的 V 都取进来，这样得到的是使 q 连续的最细拓扑。

定义 6.3.1 (商拓扑与终拓扑). X/E 上的商拓扑由 V 开 ⇐⇒ q−1(V ) 在X 中开 确
定。更一般地，对映射族 fi : Yi → X，X 上的终拓扑由所有满足每个 f−1

i (U) 都开
的集合 U ⊆ X 组成。连续满射 q : X → Y 若使 Y 具有这一拓扑，就称为商映射。

由于逆像保持任意并与有限交，定义中的集合确实构成拓扑。它与初始拓扑的方向
不同：初始拓扑把给定映射的开逆像加入定义域，终拓扑则在陪域中检查哪些集合的所
有逆像已经开。
这种方向也体现在连续性判定中。从带终拓扑的 X 出发，映射 g : X → Z 连续，当

且仅当各 gfi 连续。事实上，对开集 W ⊆ Z，g−1(W ) 开等价于每个 f−1
i (g−1(W )) =

(gfi)
−1(W ) 开。

Yi X

Z

fi

gfi
g (6.3.1)

图 6.3.1 因而告诉我们：只要逐一检查每条斜箭头，就能判断从 X 出发的 g 是否连续。
任意映射 f : X → Y 都会自然产生一个等价关系 xEx′ ⇐⇒ f(x) = f(x′)。如果两

个点的像已经相同，就可以先将它们粘在一起，再定义

f̄ : X/E → Y, f̄([x]) = f(x).

等价关系的定义保证它良定义且为单射；它满射当且仅当 f 满射。这个映射也是满足
f̄ q = f 的唯一候选，因为 q 满射。若 f 连续，终拓扑判定立即使 f̄ 连续。

X Y

X/E

f

q
f̄

(6.3.2)

不过连续双射仍未必是同胚。若希望商空间准确恢复 Y 的拓扑，就需要 f 本身也能用
逆像判定 Y 中的开集。
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命题 6.3.2 (商映射的判定). 连续的开满射或闭满射都是商映射。商映射的复合仍是
商映射。在图 6.3.2 中，f̄ 是到 Y 的同胚，当且仅当 f 是到 Y 的商映射。

证明. 对连续开满射 q，若 q−1(V ) 开，则 V = q(q−1(V )) 因 q 为开映射而开；反向是连
续性。闭满射的情形对闭集使用同样论证，再取补集即可。若 q : X → Y 与 r : Y → Z

均为商映射，则

W 在Z 中开 ⇐⇒ r−1(W ) 在Y 中开 ⇐⇒ q−1(r−1(W )) 在X 中开,

所以 rq 也是商映射。
最后，f 满射时 f̄ 为双射。由商拓扑，f̄−1(V ) 在 X/E 中开当且仅当 f−1(V ) 在 X

中开。因此 f̄ 两方向都连续，恰好等价于 V 在 Y 中开当且仅当 f−1(V ) 开，也就是 f

为商映射。若 f̄ 是到 Y 的同胚，它当然满射，故也保证了这里所需的 f 满射。

例 6.3.3 (圆的两个商表示与平庸商拓扑). 映射 t 7→ e2πit 给出 R/Z ∼= S1；将它限制
于 [0, 1]，得到将两个端点认同后的商空间 [0, 1]/(0 ∼ 1) ∼= S1。相反，R/Q 的商拓扑
为平庸拓扑。

先看 R/Z。指数映射是连续满射，且两个实数同像恰好表示它们相差整数。它也是
开映射：对开集中的每个点，可取长度小于 1 的小区间，使指数映射将其同胚到一个开
圆弧；开集的像是这些开圆弧的并。因此由命题 6.3.2 得到第一个同胚。
限制到 [0, 1] 后，只有两个端点具有相同的像。这个限制的像仍为整个圆，而定义域

紧、陪域 Hausdorff，所以它是闭映射，进而是商映射。这就把“把区间两端粘起来”的
图形直观变成了一个拓扑结论。
对于 R/Q，粘合的每个等价类 x+Q 都在 R 中稠密。称 U ⊆ R 饱和，如果它是等

价类的并，即 q−1q(U) = U。商空间的开集正对应原空间中的饱和开集。若非空饱和开
集 U 的补集还含一点 x，则补集包含整个稠密陪集 x+Q；但稠密集不能避开非空开集
U，矛盾。所以仅有 ∅ 与 R 两个饱和开集，商拓扑只能是平庸拓扑。可见粘合后的点
数很多，并不保证开集还能区分它们。
终拓扑还可以把“分别连续”写成普通的连续性。考虑 R2 中所有水平、竖直包含映

射 hc(t) = (t, c) 与 vc(t) = (c, t)。由它们生成的终拓扑恰由横截面、竖截面都开的集合
组成。从带这个拓扑的 R2 出发，g 连续当且仅当 ghc = g(−, c) 与 gvc = g(c,−) 对每个
c 都连续，也就是 g 分别连续。
这个拓扑包含通常拓扑，却严格更细。函数

g(x, y) =


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

沿每条水平线、竖直线都连续，所以对终拓扑连续；但 g(t, t) = 1/2（t 6= 0），并不趋于
g(0, 0) = 0，故对通常拓扑不连续。

R (R2, τfinal)

Y

hc

g(−,c)
g

R (R2, τfinal)

Y.

vc

g(c,−)
g (6.3.3)
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图 6.3.3 的两个三角形分别固定第二、第一坐标，所表示的正是上述两类复合。必须对
所有 c 同时检查，才能得到终拓扑下的连续性。
商映射的分解性质也可以把等价关系本身放进图里。将 E 看成 X × X 的子空间，

记两个投影为 r1, r2 : E → X。由于等价的点有同一个商点，qr1 = qr2。而连续映射
f : X → Y 满足 fr1 = fr2，恰好表示 f 在每个等价类上恒定；因此它唯一且连续地通
过 q 分解：

E X X/E

Y.

r1

r2

q

f
f̄

(6.3.4)

这称为商构造的余等化子解释：q 将两条平行箭头认同，而任何同样认同这两条箭头的
连续映射，都通过 q 唯一分解。这里的新名称只是概括已经证明的性质，不再额外假设
新的结论。
与乘积把坐标合在一个点中不同，和空间保留各个空间作为彼此分开的分量。集合

上取带指标的不交并
∐

i Xi，拓扑上对包含映射 ιi : Xi →
∐

i Xi 取终拓扑：子集开，当
且仅当它与每个分量 Xi × {i} 的交在该分量中开。每个 ιi 都是开嵌入。于是给定一族
连续映射 fi : Xi → Y，按分量定义的映射 f 就是唯一满足 fιi = fi 的连续映射。

Xi

∐
j Xj

Y.

ιi

fi
f

(6.3.5)

图 6.3.5 的交换关系说明，只需在每个分量上给出连续映射，就能把它们拼成整个和空
间上的连续映射。在定理 10.3.7 的证明中，我们还会使用这一构造。
另一个常用的商是将整个非空子集 A压成一个点，记为 X/A。要判断自然映射 q 是

否开或闭，关键是先写出集合 K 的饱和化：

q−1q(K) =

K, K ∩ A = ∅,

K ∪ A, K ∩ A 6= ∅.

如果 A 闭，闭集 K 的饱和化仍闭，商拓扑遂说明 q(K) 闭，所以 q 为闭映射；若 A 开，
同理 q 为开映射。没有这些条件时，两者都可能失败。例如在 R/(0, 1]中，闭集 [1, 2]的
饱和化为非闭集 (0, 2]，所以其像不闭；开集 (−1/2, 1/2) 的饱和化为非开集 (−1/2, 1]，
所以其像不开。

6.3.1 商空间何时仍为 Hausdorff 空间

R/Q已经说明，粘合可能破坏 Hausdorff性。我们希望在粘合之前，直接从 E ⊆ X ×X

判断商空间能否分离不同点。若商空间 Hausdorff，它的对角线闭，而 E 正是这条对角
线在 q × q 下的逆像，因此 E 闭是必要条件。对紧 Hausdorff 定义域，它也充分；证明
要先把 E 的闭性转换成 q 的闭性。

命题 6.3.4 (闭满射保持正规性). 连续闭满射将正规空间映成正规空间，将 T4 空间
映成 T4 空间。
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证明. 设 f : X → Y 连续、闭且满射。对不交闭集 A,B ⊆ Y，其逆像是不交闭集，取
不交开集 U, V ⊆ X 分别包含它们。直接取 f(U), f(V ) 未必开，也未必不交；我们改为
保留那些整条纤维都已落在 U 或 V 内的点，令

U ′ = Y \ f(X \ U), V ′ = Y \ f(X \ V ).

因为 f 闭，U ′, V ′ 开，且分别包含 A,B。若某个 y 同时属于两者，它的非空纤维就同时
包含在不交的 U, V 中，矛盾。故 Y 正规。若 X 还满足 T1，对每个 y ∈ Y 取 x ∈ f−1(y)，
闭映射性给出 {y} = f({x}) 闭，所以 Y 也满足 T1。

定理 6.3.5 (Alexandroff 商空间判定). 设 X 为紧 Hausdorff 空间，E 为等价关系。
下列条件等价：X/E 为 Hausdorff 空间；E 在 X ×X 中闭；映射 q : X → X/E 闭。
此时 X/E 是紧 Hausdorff 空间。

证明. 若 X/E Hausdorff，则 E = (q × q)−1(∆X/E) 闭。
若 E 闭，给定闭集 A ⊆ X。要证 q(A) 闭，由商拓扑只需证明其饱和化闭。把与 A

中至少一个点等价的所有点写出来，得到

q−1q(A) = p1
(
E ∩ (X × A)

)
.

括号内是紧空间 X ×X 的闭子集，故紧；它的投影紧，又因 X Hausdorff 而闭。因此
q(A) 闭，q 为闭映射。
最后，若 q 闭，紧 Hausdorff 空间 X 由定理 5.3.2 为 T4 空间。命题 6.3.4 使其闭商

X/E 也为 T4，因而 Hausdorff。无论哪个条件成立，商空间始终是紧空间的连续像，所
以还紧。

这里三步各用了不同工具：闭对角线、紧集投影、闭满射的分离性质。特别是最后两
步不能省去定义域的紧 Hausdorff 条件后照搬。
这个判定也让乘积与商的交换变得容易。若 X,Y 紧 Hausdorff，E,F 为闭等价关系，

在 X × Y 上按坐标等价，得到自然双射

(X × Y )/(E × F ) −→ (X/E)× (Y /F ), [(x, y)] 7−→ ([x], [y]).

它连续，因为它与商映射的复合就是连续映射 qX × qY。定义域紧，陪域由前述判定与
乘积性质为 Hausdorff 空间，所以它是同胚。

X × Y (X/E)× (Y /F )

(X × Y )/(E × F )

qX×qY

q
∼=

(6.3.6)

图 6.3.6 表示：先把有序对按两个关系一起取商，与分别取商后组成有序对，得到同一
个点，而且两种构造的拓扑也相同。

6.3.2 曲面的粘合

现在用商空间解释一些曲面。图中的箭头不是曲面上的向量场，而是指定边界点的对应
规则：沿相同标号箭头行进到相同比例位置的两个点被认同。未指定的内部点不作额外
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环面 球面 射影平面

图 6.1: 多边形边界的粘合方式：同标号边上沿箭头处于相同位置的点相互认同。

粘合。因此读图时既要看哪些边同标号，也要看箭头方向；只看多边形轮廓无法决定商
空间。对环面，具体映射为

[0, 1]2 −→ S1 × S1, (s, t) 7−→ (e2πis, e2πit).

它恰好认同两对相容方向的对边，并将四个角认作一点。由紧空间到 Hausdorff 空间的
连续满射判定，这就是相应的商映射，商空间因而同胚于 S1 × S1。
球面可以把两个圆盘沿边界一一粘合得到，两个圆盘分别对应上下半球。图 6.1 的

中间图把相邻的两条 a 边认同，再把相邻的两条 b 边认同；沿左下角到右上角的对角线
切开，得到的两个三角形就是这两个圆盘的多边形表示。
另一种表示是 D2/∂D2 ∼= S2，即把圆盘的整个边界压成一点。可以直接构造映射验

证这一点：在极坐标 u = r(cos θ, sin θ) 下，令

u 7−→ (sin(πr) cos θ, sin(πr) sin θ, cos(πr)).

它在圆心取北极，整条边界取南极；除边界外，每个球面点都有唯一原像。这个映射连
续，包括圆心处也连续，所以它从该商空间诱导到 S2 的连续双射，再由紧性得同胚。
两对对边都按反向粘合，得到图中的实射影平面。它也可由球面上对径点认同得到，

即 S2/(x ∼ −x)；每一对对径点对应 R3 中的一条过原点直线。这里反向是指图中两条
配对边的箭头方向相反，与沿整个多边形边界统一绕行的方向要区分开。
若先只把正方形的一对对边反向粘合，例如 (0, t) ∼ (1, 1− t)，得到 Möbius 带。它

仍留有边界；再将图中的两条水平边按 (s, 0) ∼ (s, 1) 配对，就得到 Klein 瓶：一对对边
同向，另一对反向。中间的路径示意帮助我们跟踪反向粘合：沿带绕行一次时，横向方

图 6.2: 从左至右为 Möbius 带的粘合、带上的路径示意，以及 Klein 瓶的粘合。

向翻转，不能把这幅图当作普通圆柱带来理解。左右的多边形图则精确规定哪些边界点
相等，与前面表达映射复合相等的交换图各有不同用途。
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虽然这些空间的整体形状不同，在没有边界的情形下，每个点附近仍像平面的一小
块。这促使我们把“局部是欧氏空间”单独列为定义。

定义 6.3.6 (拓扑流形). 本文所说的 N 维拓扑流形，是每一点都有一个开邻域与 RN

同胚的 Hausdorff 空间。这里不将第二可数性包含在定义中。

也可以把定义中的 RN 换成开球，因为例如 u 7→ u/(1−‖u‖)将单位开球同胚到 RN，
其逆为 v 7→ v/(1 + ‖v‖)。
球面、环面、射影平面和 Klein 瓶都是 2 维流形。对这些粘合图，内部点的邻域直

接是开圆盘；配对边上的点由两片半圆盘拼成圆盘；顶点处则把所有被认同的角扇形合
在一起，也得到圆盘邻域。分离性可由闭等价关系的商判定保证。Möbius带不同：它的
边界点附近只能得到半圆盘，所以它属于带边界流形，而不满足这里的无边界定义。第
二可数性将在定理 8.2.7 的可度量化判定中另行出现。
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第七章

连通性与道路连通性
前面我们用开集讨论连续映射，也研究了怎样取子空间、乘积和商空间。现在想问的是：
这些空间由多少个彼此分开的部分组成？在实直线上，介值定理使连续函数不能从一个
值跳到另一个值而漏掉中间的值；我们先把这个现象抽象成连通性，再比较它与“能沿
一条连续道路走过去”的区别。Cantor集和正弦曲线会分别展示两种容易凭图形直觉误
判的情况。

7.1 连通空间

介值定理说明，区间的连续像不能跳过两个已取到的值之间的某个值。先反过来想：若
一个连续实函数 f 确实漏掉了中间值 c，则 {f < c} 和 {f > c} 就把定义域分成两个不
交的非空开部分。因此，阻止这种跳跃的关键不是区间的长度，而是它不能被这样分开。
这便引出连通性。

定义 7.1.1 (连通性与分离). 本笔记约定，连通空间是不能写成两个不交非空开子集
之并的非空空间。子集连通是指它作为子空间连通。上述两个开子集构成的分解称
为一个分离。

若 X = U t V 是分离，则 U = X \ V，所以 U, V 也都闭。于是，非空空间连通，当
且仅当它仅有的开闭子集为 ∅ 与 X。还可以把这种划分写成函数：在 U 上赋值 0，在
V 上赋值 1，所得函数到离散空间 {0, 1} 连续。反过来，到这个离散空间的连续函数的
两个纤维都开闭。因此，连通性也等价于这样的连续函数必为常值函数。
接下来需要一些构造连通集的方法。连续映射不会把原本连在一起的部分分开；给

连通集添上某些极限点，也不应产生一块与原集完全隔离的新部分。至于取并，条件不
能只是每一块各自连通，还要保证这些块有足够的重叠。

命题 7.1.2 (连通集的构造). 连通空间的连续像连通。若 A 连通且 A ⊆ B ⊆ A，则
B 连通。若非空的一族连通集有非空公共交，则其并连通。

证明. 若连续像有分离，将两侧沿映射取逆像，就得到定义域的两个不交非空开集，并
且它们覆盖定义域，与连通性矛盾。
再设 A ⊆ B ⊆ A。若 B = U t V 是分离，A 的连通性迫使它完全位于一侧，不妨设

A ⊆ U。但 A 在 B 中稠密，故 B 的非空相对开集 V 必与 A 相交，矛盾。这里添入的
点都来自 A，正是为了保证这一稠密性。
最后，若所给连通集的并有分离，则每个成员都只能落在其中一侧。所有成员共有

的点又迫使它们落在同一侧，另一侧便为空，仍是矛盾。
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特别地，R 的非空子集连通，当且仅当它是区间。必要性很直观：若 a < b 属于这个
子集，却漏掉某个 c ∈ (a, b)，以 c 为端点的两个开半直线就在子集上给出分离。
反过来，设区间 J 有分离 U t V，交换两侧名称后可选 u ∈ U, v ∈ V 使 u < v。我

们沿 [u, v] 从 U 一侧往 V 一侧走，考虑

c = sup(U ∩ [u, v]).

因为 [u, v] ⊆ J，点 c 必属于 U 或 V。若 c ∈ U，则 c 6= v，而 U 的相对开性又给出 c

右侧仍属于 U ∩ [u, v] 的点，与上确界矛盾。若 c ∈ V，则 c 6= u；V 在 c 左侧包含一小
段区间，却按上确界定义又必须遇到 U ∩ [u, v]，同样矛盾。这个证明也说明，实数的完
备性怎样参与了区间的连通性。
现在将连续像的结论用于实值函数，其像就是一个区间。因此，连通空间上的连续

实函数取得任意两个函数值之间的所有值；介值定理由此成为连通性的直接应用。
乘积的情形可以先从平面中的横线、竖线来想。任意两点未必能由一条已经给出的

道路连接，但若每条横向、纵向的切片都连通，就可以先把相交的切片并起来，再逐步
覆盖乘积。

定理 7.1.3 (连通空间的乘积). 非空连通空间的任意乘积都连通。

证明. 先看 X × Y，固定 (a, b)。对每个 x ∈ X，集合

(X × {b}) ∪ ({x} × Y )

是两个相交连通集的并，因而连通。这些集合又都有公共点 (a, b)，它们的并为整个
X × Y。归纳即可得到有限积的结论。
对任意乘积

∏
i Xi，固定一点 a = (ai)。对每个有限指标集 F，令 XF 为只允许 F

内的坐标与 a 不同的子空间。它同胚于有限积
∏

i∈F Xi，所以连通；所有 XF 都包含 a，
因此 D =

⋃
F XF 连通。

这里 D 一般不是整个乘积，但它稠密：任意非空基本开集只限制有限个坐标，在
这些坐标内选取符合要求的值，其余坐标沿用 ai，便得到 D 中的一点。由命题 7.1.2，
D =

∏
i Xi 连通。空指标族的乘积为单点空间，也满足结论。

7.1.1 连通分支与局部连通性

一个空间可能整体不连通，但通过某一点仍有许多连通子集。我们想把所有能够和该点
放在同一个连通子集中的点收在一起。它们都有这个公共点，所以上一命题保证取并以
后仍连通；这使“极大的连通部分”成为一个确实存在的对象。

定义 7.1.4 (连通分支与局部连通性). x 的连通分支 C(x) 是所有包含 x 的连通子集
的并。若每一点的每个邻域都包含该点的一个连通邻域，则称空间局部连通。

集合 C(x) 连通，并且是包含 x 的极大连通子集。其闭包仍连通，又包含 C(x)，故
极大性迫使 C(x) = C(x)，所以连通分支总是闭的。两个相交的连通分支之并也连通，
故它们必须相同。这说明连通分支将 X 划分。
需要注意，分支未必开。例如 Q 中若有一个连通子集包含不同的两点，在两点之间

取一个无理数，就能用左右半直线将它分离。因此 Q 的连通分支都是单点集，而这些
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单点集并不开。局部连通性要排除的正是“一个小邻域仍散成许多无法在邻域内连到一
起的部分”这种现象。

命题 7.1.5 (局部连通性的判定). 下列条件等价：X 局部连通；每个开子空间的每个
连通分支都在 X 中开；X 有由连通开集构成的基。局部连通空间的商像仍局部连
通。

证明. 设 X 局部连通，C 是开集 U 的一个连通分支。对 x ∈ C，可取 x 的连通邻域
V ⊆ U。由于 V 与 C 相交，分支的极大性给出 V ⊆ C。V 是 x 的邻域，因此 x 是 C

的内点；遍历 x ∈ C，得 C 开。
现在每个开集都能写成它的连通分支之并，而这些分支是连通开集，故它们构成一

组基。反过来，若有连通开集基，在给定邻域内部选一个包含指定点的基本开集，就得
到所需的连通邻域。三个条件于是等价。
再设 q : X → Y 为商映射，U ⊆ Y 开，C 是 U 的一个连通分支。考察开集 q−1(U)

的连通分支 D：若 D 与 q−1(C) 相交，则连通集 q(D) 与 C 相交，且位于 U，所以
q(D) ⊆ C。因此 q−1(C) 是 q−1(U) 中若干连通分支的并。由 X 局部连通，这些分支都
开，故 q−1(C) 开；商拓扑再给出 C 开。应用刚证的判定，Y 局部连通。

这个判定仍是逐点、逐邻域的。在紧度量空间中，我们可以把它变成一个每次只涉及
有限多个集合的条件：给定大小上限后，是否能用有限块小的连通闭集覆盖整个空间？

定理 7.1.6 (Sierpiński局部连通判定). 紧度量空间局部连通，当且仅当对每个 ε > 0，
它都有一个由直径不超过 ε 的连通闭集构成的有限覆盖。

证明. 若空间局部连通，则由命题 7.1.5，可用直径小于 ε 的连通开集覆盖空间。紧性给
出有限子覆盖；再取各成员闭包。闭包仍连通，而度量的连续性保证取闭包不会增大直
径，故得到所需覆盖。
反过来，给定 x 的邻域 U，先取 B(x, r) ⊆ U，再取由直径不超过 r/2 的连通闭集组

成的有限覆盖。将其中所有包含 x 的成员取并，记为 K。这些成员有公共点 x，故 K

连通，并且每个成员都包含于 B(x, r)。
还需确认 K 是一个邻域，而不只是包含 x 的连通集。其余覆盖成员均避开 x，它们

的有限并为闭集；其补集便是 x 的开邻域。由于原族覆盖全空间，这个补集包含于 K。
于是 K ⊆ U 确实是 x 的连通邻域。

7.1.2 另一种极端：零维空间

连通性使开闭集不能把空间分成两块。我们也可以考虑相反的情形：在每个点的任意小
邻域里，都能找到一个开闭邻域。这样的集合既是邻域，又能和自己的补集完全分开；
所以它们适合用来逐步切分空间。

定义 7.1.7 (零维、全不连通与无孤立点). 有开闭集基的非空空间称为零维空间。若
所有连通子集都是单点集，则称空间全不连通。我们还会考察没有孤立点的空间，这
一性质在英文中称为 perfect。

零维空间正则，因为可在每个开邻域内选取开闭基本邻域，而这个基本邻域等于自
身闭包。若空间还满足 T0，不同点可以先由一个开集区分，再由其中的基本开闭集 G
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区分；G 与 X \G 就是它们的不交开邻域。因此空间为 Hausdorff，且任何包含这两点
的子空间都被这两个开集分离，故它全不连通。
逆向并不能仅凭“没有非平凡连通子集”直接造出开闭邻域。紧性在这里帮助我们

把许多逐点分离压缩成有限次分离。

命题 7.1.8 (紧空间中的零维性). 对非空紧空间 X，下列条件等价：X 为 Hausdorff
且全不连通；开闭集可分离不同点；X 零维且满足 T0。

证明. 先设 X 紧且 Hausdorff。固定 x，把所有包含 x 的开闭集取交，记为

Q(x) =
⋂
{G : x ∈ G, G 开闭}.

这是无法用开闭集与 x 分开的点所组成的集合。我们证明它连通。
若不然，可把 Q(x) 分成不交的非空相对闭集 A,B，不妨设 x ∈ A。由于 Q(x) 在 X

中闭，A,B 也在 X 中闭。紧 Hausdorff 空间正规，故有不交开集 U, V 分别包含 A,B。
每个 y ∈ X \ (U ∪ V ) 都不属于 Q(x)，所以存在 x 的开闭邻域 Gy 不含 y。各 X \Gy 覆
盖紧集 X \ (U ∪ V )，从中选有限子覆盖，就得到一个开闭邻域 G，满足

Q(x) ⊆ G ⊆ U ∪ V.

此时 G ∩ U 开；它的补集为 (X \G) ∪ (G ∩ V )，也开。因此 G ∩ U 是包含 x 却避开 B

的开闭集，与 B ⊆ Q(x) 矛盾。
若 X 还全不连通，连通集 Q(x) 只能是 {x}。于是对每个 y 6= x，存在包含 x 而不

含 y 的开闭集，这证明第一条件推出第二条件。
再设开闭集可以分离点。给定开集 U 与 x ∈ U，为每个 y /∈ U 选取包含 x、不含 y

的开闭集 Gy。用紧性从覆盖 X \ U 的各补集中选有限个，则对应 Gy 的交是包含 x 且
包含于 U 的开闭邻域。因此 X 零维；分离点的条件也直接给出 T0。本命题前的论证说
明第三条件推出第一条件。

Cantor 集既紧、可度量化，又有开闭集基，而且没有孤立点。现在我们想知道，这
些条件是否已经足以确定它，而不必依赖它在实直线上的三进制位置。开闭划分提供了
办法：不断把空间分成更小的有限块，用嵌套的块来指定一个点；只要每一块还可以继
续分，就能与 Cantor 集同步地进行这一过程。

定理 7.1.9 (Brouwer 的 Cantor 集刻画). 每个非空、没有孤立点的零维紧度量空间
都与 Cantor 集 C 同胚。

证明. 我们分别构造 X 与 C 的有限开闭划分，并给同一层两边的各块建立双射。下一
层必须加细上一层，而且对应关系也要相容；第 n 层的每块直径都要求小于 2−n。
先说明如何推进一步。对已经对应的两块 P ⊆ X、Q ⊆ C，分别用足够小的开闭邻

域作有限覆盖，再按顺序从每个覆盖成员中减去先前成员，去掉空集。这就得到各自由
有限个小直径非空开闭集组成的划分。不过，两边块数可能不同。此时用到没有孤立点
的条件：每个非空开闭部分仍没有孤立点，至少含有两个点；用一个开闭集将这两点分
开，就可以把该部分再分成两个非空开闭部分。在块数较少的一侧重复这一步，直到两
侧块数相同，然后任意配对。继续细分不会增大直径，所以所有要求都保留下来。
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从对应的整块 X,C 开始归纳，就得到所需划分。给定 x ∈ X，每一层都有唯一一块
包含 x；这些块在 C 中的对应块非空、闭且嵌套。紧性保证交非空，直径趋于零保证交
只有一点，将其记为 h(x)。交换两侧作同样构造，所得映射是 h 的逆，故 h 为双射。
最后检查连续性。给定 ε > 0，取 n 使 2−n < ε。包含 x 的第 n 层开闭块是 x 的开

邻域，该块上所有点的像都位于同一个直径小于 ε 的对应块内。因此 h 在 x 连续。交
换两侧得到逆映射连续，故 h 是同胚。

如果非空零维紧度量空间 X 有孤立点，就不能直接应用上述刻画。不过，我们可以
取 X × C：乘积的开闭矩形构成基，紧性与可度量化性保留；任一基本邻域在 C 坐标
上都不只含一点，所以乘积没有孤立点。因此 X × C ∼= C。
选 c0 ∈ C，令 i(x) = (x, c0)，并令 p : X × C → X 为投影。二者满足 pi = idX，如

下图所示：

X X × C C

X

i

idX

p

∼=

(7.1.1)

若将右侧同胚记为 h : X×C → C，则 j = hi把 X 嵌入 C，而 r = ph−1 满足 rj = idX。
换言之，X 同胚于 C 的一个收缩核：映射 jr : C → j(X) 在 j(X) 上为恒等映射。特别
地，r 是从 C 到 X 的连续满射，后面会用到这一点。这里非空条件必要，因为不存在
从 C 到空空间的映射。

7.2 道路连通空间

连通性排除了把空间分开的可能，却没有直接告诉我们怎样从一点到达另一点。在区间、
圆和欧氏空间中，我们习惯用一条连续参数曲线完成这种移动。于是可以提出更具体的
要求：给定起点和终点，能否用 [0, 1] 上的连续映射把它们连接起来？

定义 7.2.1 (道路与道路连通性). X 中从 x 到 y 的一条道路是满足 a(0) = x 和
a(1) = y 的连续映射 a : [0, 1] → X。若非空空间中任意两点都可由道路连接，则称
空间道路连通。若每一点的每个邻域都包含该点的一个道路连通邻域，则称空间局
部道路连通。

每个道路连通空间都连通。事实上，固定一点 x，所有从 x 出发的道路的像都是连
通集，并且有公共点 x；道路连通性又保证这些像覆盖全空间，故可应用命题 7.1.2。这
个证明只使用了道路的像是连通的，并没有提供从连通性反过来构造道路的办法。
道路连通性在连续映射下也保留：把一条道路 a 与连续映射 f 复合，f ◦ a 就连接它

的两个端点的像。非空道路连通空间的任意乘积仍道路连通，因为对乘积中的两点，可
以逐坐标选择道路 ai，再令 a(t) = (ai(t))i。乘积拓扑的映射判定，即图 6.2.1，保证 a

连续。
若想经过一个公共点把两条道路接起来，需要把各自的参数区间压到半段。具体地，

a 的逆道路为 a−(t) = a(1− t)；若 a(1) = b(0)，定义

(a ∗ b)(t) =

a(2t), 0 ≤ t ≤ 1/2,

b(2t− 1), 1/2 ≤ t ≤ 1.
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两段分别连续，并在 t = 1/2 处取同一值，所以由有限闭覆盖的粘贴引理，a ∗ b 连续。
这证明了有公共点的道路连通集之并仍道路连通：从第一点走到公共点，再从公共点走
到第二点即可。
常值道路给出自反性，逆道路给出对称性，拼接给出传递性，因此“可以用道路连

接”是一个等价关系。其等价类称为道路连通分支，也就是极大的道路连通子集。每个
道路连通分支包含在某个连通分支中，但二者未必相等；道路连通分支也未必闭，后面
的正弦曲线将同时说明这两点。
局部道路连通性也有和命题 7.1.5平行的判定：它等价于每个开子空间的道路连通分

支都开，也等价于存在道路连通开集基。证明可以直接沿用分支论证：若 C 是开集 U

的道路连通分支，对 x ∈ C 取包含于 U 的道路连通邻域 V，拼接道路说明 V ⊆ C，故
C 开。这些分支随即构成所需的基；反向则在给定邻域内选一个基本开集。
因此，连通且局部道路连通的空间一定道路连通。因为道路连通分支此时都是开集，

若有不止一个分支，一个分支与其余分支的并就构成分离。又因道路连通集总连通，局
部道路连通空间也一定局部连通。需要这些局部条件的原因，在下面的例子中会变得具
体。

例 7.2.2 (拓扑学家的正弦曲线). 令G = {(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1}，S = G∪{(0, 0)}。
图像 G 是 (0, 1] 的连续像，因而连通；又因 G ⊆ S ⊆ G，S 也连通。但它不道路连
通。更一般地，G = G ∪ ({0} × [−1, 1]) 中没有道路能把竖直线段与 G 连接起来。

图 7.1: 趋近纵轴时不断振荡的正弦图像。

证明. 图 7.1 的困难不在于曲线没有趋近纵轴，而在于趋近时纵坐标始终不停振荡。假
设有道路 a : [0, 1] → G，其起点在竖直线段上，终点在 G 中。写作 a(t) = (u(t), v(t))，
则 u(0) = 0、u(1) > 0，并且当 u(t) > 0 时

v(t) = sin
(
1/u(t)

)
.

令 t0 为闭集 u−1({0}) 的最大元素。这个最大值存在，且 t0 < 1；于是 u(t0) = 0，而
t0 < t ≤ 1 时 u(t) > 0。
对任意充分小的 δ > 0，连续函数 u 在 [t0, t0 + δ] 上取到 0 和某个正值，所以它取遍

二者之间的值。特别地，只要 n 足够大，它会分别取到

(π/2 + 2πn)−1, (3π/2 + 2πn)−1.
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相应的 v 值分别为 1 和 −1。由于 δ 可以任意小，v 在 t0 的任意右邻域中都同时取到这
两个值，这与 v 在 t0 处连续矛盾。

图像 G 自身道路连通，因为它同胚于区间 (0, 1]；竖直线段也道路连通。因此它们恰
是 G 的两个道路连通分支，而 G 在 G 中不闭。对于 S，相应的两个道路连通分支为 G

与单点集 {(0, 0)}，尽管 S 整体连通。
还可以直接看到 S 在原点处不局部连通。考虑原点的开邻域 U = S ∩ {|y| < 1/2}。

假设有连通邻域 N 满足 (0, 0) ∈ N ⊆ U。因为 N 是邻域且原点是 G 的聚点，N 必包
含某个第一坐标为正数 a 的图像点。投影到第一坐标后，N 的像是包含 0, a 的连通实
数集，故包含整个 [0, a]。
但在 (0, a) 内可取 x 使 sin(1/x) = 1。S 中第一坐标为这个 x 的点只有 (x, 1)，它不

属于 U，更不可能属于 N，与投影像包含 [0, a] 矛盾。这说明原点附近的振荡不仅妨碍
道路接入，也使任意足够薄的邻域无法再缩成连通邻域。
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第八章

Urysohn 引理与可度量化
我们已经知道怎样用开邻域分离点或闭集。不过，分离公理只告诉我们哪些集合能够避
开，还没有给出可以计算的函数。本章从两个不交闭集出发，构造分别在其上取 0 和 1

的连续函数。随后一方面用这些函数延拓闭子集上的函数，另一方面把许多个这样的函
数合成距离，从而回答：一个只给定了开集的空间，何时能够由某个度量产生？

8.1 Urysohn 引理
正规性允许我们用不交开集分离两个闭集 A,B。现在希望把这种分离变成一个连续函
数，使它在 A 上取 0，在 B 上取 1。若只把两侧分别赋值 0, 1，通常无法处理两侧之间
的点，也无法保证边界处连续。因此需要在 0 与 1 之间逐步插入更多取值层次。
先从已有连续函数来观察。若把 Ur 想成函数值高于 r 的区域，则 r 越大，Ur 越

小；而为了控制边界，我们希望更高区域的闭包仍留在较低区域内部，即 r < s 时有
Us ⊆ Ur。这样，某一点能达到的最高层次就有希望给出它的函数值。图 8.1 的梯田可以
帮助理解这个方向：我们先规定嵌套的水平区域，再由点所处的层次恢复高度。

图 8.1: 从嵌套的水平区域恢复函数，可以类比于梯田的高度。

引理 8.1.1 (由嵌套水平集构造函数). 设由 r ∈ Q 编号的开集 Ur 满足：当 r < s 时，
Us ⊆ Ur，且

⋃
r Ur = X、

⋂
r Ur = ∅。则 f(x) = sup{r ∈ Q : x ∈ Ur} 是取有限值的

连续实函数。

证明. 对每个 x，并集条件保证它至少属于某个 Ur，所以取上确界的集合非空。交集条
件保证存在 s 使 x /∈ Us；由嵌套性，所有高于 s 的层次也都不含 x，故这个集合有上
界。于是 f(x) 确实是一个实数。
检查连续性时，不必直接估计 f(x)− f(y)，只需把上下半直线的逆像写成开集。对

每个 a ∈ R，我们有

{f > a} =
⋃
r>a

Ur, {f < a} =
⋃
r<a

(X \ Ur),
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这里并集中的指标均为有理数。第一个等式来自上确界定义：上确界大于 a，恰好意味
着某个高于 a 的层次仍包含该点。
第二个等式要用闭包嵌套条件。若 f(x) < a，取有理数 f(x) < s < r < a，则 x /∈ Us，

由 Ur ⊆ Us 得 x /∈ Ur。反过来，若 x /∈ Ur 且 r < a，则 x 不属于任何指标大于或等于 r

的层次，所以 f(x) ≤ r < a。等式两侧于是确实相等，且右侧均开，故 f 连续。

这个引理把构造函数的问题归结为构造开集。正规空间的收缩性质正好适合逐层插
入：若某个闭集已在开集内部，就能在二者之间放入一个开集，并让它的闭包仍留在外
侧开集里。

定理 8.1.2 (Urysohn 引理). 若 A,B 为正规空间 X 的两个不交闭子集，则存在连续
映射 f : X → [0, 1]，满足 f |A = 0 与 f |B = 1。

证明. 令 U0 = X \ A。因为闭集 B 包含于 U0，正规性给出开集 U1，使

B ⊆ U1 ⊆ U1 ⊆ U0.

接下来将 (0, 1) ∩ Q 列成序列，按这个顺序逐个插入层次。每一步只已定义有限多个层
次，所以新指标 r 在这些指标中有左右相邻的两项 a < r < b。已构造的包含关系给出
Ub ⊆ Ua，再用一次正规性，便可选开集 Ur 满足

Ub ⊆ Ur ⊆ Ur ⊆ Ua.

新的集合放在相邻两层之间，因而也和其余已定义层次保持所需的闭包包含关系。归纳
便得到 [0, 1] 内所有有理数层次。
对 r < 0 令 Ur = X，对 r > 1 令 Ur = ∅。这些补充既保证引理 8.1.1 的并、交条件，

也使所得函数的值落在 [0, 1]。对于 x ∈ A，恰有所有负层次包含它，而非负层次不包含
它，故上确界为 0。对于 x ∈ B，所有不高于 1 的层次均包含它，而高于 1 的层次为空，
故上确界为 1。引理保证所得函数连续。

反过来，若任意两个不交闭集都能由这样的连续函数分开，则 f−1([0, 1/3)) 与
f−1((2/3, 1]) 就是分别包含 A,B 的不交开集。因此，这种连续函数的存在性恰好刻画
正规性，而不仅是它的一个额外推论。

8.1.1 连续函数的插入与延拓

Urysohn 引理规定了两个闭集上的函数值。我们现在允许在每一点给出一个取值区间
[g(x), h(x)]，想在这些区间里连续地选择一个值。若某点附近的下边界不断逼近一个高
于该点上边界的数，连续选择就必定失败。因此我们需要这样的局部控制：在一点严格
高于下边界或严格低于上边界的数，在附近仍满足相同的严格不等式。
具体地，若对每个实数 a，{g < a} 都开，则称 g 上半连续；等价地，{g ≥ a} 都闭。

若 {h > a} 都开，则称 h 下半连续；等价地，{h ≤ a} 都闭。一个函数同时上、下半连
续，当且仅当它连续。对即将充当下边界的 g，上半连续意味着 g(x) < a 时，这个严格
上界在 x 附近仍成立；上边界的下半连续性则给出对应的严格下界。

定理 8.1.3 (Katětov–Tong 插入定理). 在正规空间上，若 g, h : X → R 分别上半连
续和下半连续，且 g ≤ h，则存在连续映射 f : X → R，满足 g ≤ f ≤ h。
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证明. 先设 0 ≤ g ≤ h ≤ 1。我们暂时不要求精确落在区间里，而是先构造误差至多 1/n

的连续近似。对 1 ≤ k ≤ n，闭集

Ak = {g ≥ k/n}, Bk = {h ≤ (k − 1)/n}

不交，否则同一点会满足 g > h。由 Urysohn 引理，可取 uk : X → [0, 1] 连续，在 Ak

上为 1，在 Bk 上为 0。函数 uk 的作用是：下边界已达到 k/n 时，打开这一层；上边界
尚未达到 (k − 1)/n 时，关掉这一层。于是令

γ = max
1≤k≤n

(k/n)uk.

有限最大值保证 γ 连续，且 0 ≤ γ ≤ 1。对下界，取 k = bng(x)c；若 k ≥ 1，则 uk(x) = 1，
故 γ(x) ≥ k/n ≥ g(x)− 1/n；若 k = 0，直接由 γ(x) ≥ 0 得到同一估计。对上界，第 k

项若非零，则 x /∈ Bk，故 h(x) > (k− 1)/n，从而 (k/n)uk(x) ≤ k/n < h(x)+ 1/n。所以

g − 1/n ≤ γ ≤ h+ 1/n.

仅有越来越精确的近似还不够，因为不同的 γ 可能在宽阔的区间内来回移动，并不
收敛。我们让下一步只能在上一步已经选定的窄区间里进行。由 g0 = g, h0 = h 出发，
第 j 步对 gj−1, hj−1 取上面误差为 δj = 2−j 的近似 γj，再令

gj = max{gj−1, γj − δj}, hj = min{hj−1, γj + δj}.

近似估计给出 gj−1 ≤ γj + δj 与 γj − δj ≤ hj−1，故新旧两个闭区间相交，新的区间
[gj(x), hj(x)] 非空。它们逐次嵌套，仍在 [0, 1] 中，长度不超过 2δj。同时，有限最大值
保持上半连续性，有限最小值保持下半连续性，所以归纳可以继续。
对每个 x，这些嵌套区间的交只有一点，记为 f(x)。长度的一致估计说明 gj, hj 都一

致收敛到 f。为确认连续性，先看上半连续：若 f(x) < a，取 η > 0使 f(x)+3η < a，再
取 j 使 |gj − f | < η 处处成立。由 gj 上半连续，在 x 的某个邻域内有 gj(y) < gj(x) + η，
于是 f(y) < f(x) + 3η < a。所以 {f < a} 开。对 hj 作相反的不等式，得 {f > a} 也开。
因此 f 连续，且始终满足 g ≤ f ≤ h。
对一般实值上下界，取递增同胚 θ : R→ (0, 1)。递增连续复合保持相应的半连续性，

所以可在 θg 与 θh 之间插入连续函数 v。由于这两个边界逐点都严格位于 (0, 1)，v 也
不取端点值，故 f = θ−1 ◦ v 有定义并满足要求。

这个定理可以直接处理闭集上的延拓问题。在已经规定函数值的地方，把上下边界
都设成这个值；在其余位置放宽区间。这样，一旦得到连续选择，它就自动与原函数一
致。

定理 8.1.4 (Tietze 扩张定理). 若 M 是正规空间 X 的闭子集，则每个连续映射
f : M → R 都能连续延拓到 X。若 f 取值于 [−1, 1]，则延拓也可取值于 [−1, 1]。

证明. 先设 f : M → [−1, 1]。在 M 上令 g = h = f，在 X \M 上令 g = −1, h = 1。需
要核对它们的半连续性。例如，当 −1 < a ≤ 1 时，

{g ≥ a} = {x ∈M : f(x) ≥ a}.
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右侧在 M 中闭，而 M 在 X 中闭，所以它在 X 中闭；其余 a 给出的集合为 X 或空集。
因此 g 上半连续。同样地，用 {h ≤ a} 可得 h 下半连续。定理 8.1.3 插入的连续函数 f̃

满足 g ≤ f̃ ≤ h，所以在 M 上只能等于 f，在其余点也仍取值于 [−1, 1]。
对可能无界的 f，先取同胚 θ : R→ (−1, 1)，并将 θ ◦ f 延拓为 u : X → [−1, 1]。现

在不能立即复合 θ−1，因为延拓后 u 可能在 M 外取到端点 ±1。我们需要把这些端点值
压回开区间，同时不改变 M 上的值。
令 E = u−1({−1, 1})，则 E 是与 M 不交的闭集。由 Urysohn 引理取连续函数

ρ : X → [0, 1]，在 M 上为 1，在 E 上为 0。若 x /∈ E，则 |ρ(x)u(x)| ≤ |u(x)| < 1；若
x ∈ E，则乘积为 0。因此 ρu 处处取值于 (−1, 1)，而在 M 上仍等于 θ ◦ f。所求延拓就
是 θ−1 ◦ (ρu)。

令 i : M ↪→ X 为包含映射，延拓所满足的等式是 f̃ ◦ i = f。下图中的虚线表示我们
构造出的映射；从 M 直接到 R，与先包含到 X 再用 f̃，所得值完全相同：

M R

X

f

i
f̃

(8.1.1)

这里要求的是延拓存在，并没有唯一性要求；闭集外的函数值通常仍有许多选择。

8.2 可度量化定理

现在我们已经能够构造连续实函数，接下来想用它们定义距离。单个函数 f 给出 |f(x)−
f(y)|，它满足对称性和三角不等式，却可能把不同点的距离算成 0。因此需要许多个函
数共同分离点。仅仅分离点还不够：为了让新度量产生原拓扑，还要使原来每个开邻域
都能用这些函数识别。
一个合适的函数应当在点 x 附近等于 1，在给定邻域 U 外等于 0。这样，只要函数

值与 1足够接近，就不可能走出 U。Urysohn引理能够提供这种函数，但它需要正规性；
我们先说明怎样由正则性和可数性得到正规性。

引理 8.2.1 (可数收缩判定). 空间正规，当且仅当对满足 F ⊆ U 的闭集 F 与开集 U，
存在一列开集 Vn 覆盖 F，并满足 Vn ⊆ U。特别地，每个第二可数的正则空间都正
规。

证明. 正规性给出一个开集 V，满足 F ⊆ V ⊆ V ⊆ U；令所有 Vn = V，即得必要性。
反过来，给定不交闭集 F,G。按假设取开集列 Hn 覆盖 F，且每个 Hn 都避开 G；再

取开集列 Kn 覆盖 G，且每个 Kn 都避开 F。两列开集的并未必彼此不交，所以不能直
接完成分离。我们按指标顺序逐步删去已经出现的另一侧闭包，令

H =
⋃
n

(
Hn \

⋃
j≤n

Kj

)
, K =

⋃
n

(
Kn \

⋃
j≤n

Hj

)
.

每一项只删去有限个闭集，故 H,K 都开；被删去的闭包分别避开 F,G，所以 F ⊆ H、
G ⊆ K。若一点同时落在来自 Hn 与 Km 的两项中，则 m ≤ n 时第一项已经删去 Km，
而 n ≤ m 时第二项已经删去 Hn，两种情况都矛盾。因此 H,K 不交，空间正规。
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若 X 第二可数且正则，给定 F ⊆ U，对每个 x ∈ F 先用正则性取 x ∈ Wx ⊆ Wx ⊆ U，
再在 Wx 内选包含 x 的基本开集。所有闭包包含于 U 的基本开集于是覆盖 F，而可数
基保证它们至多可数，故上述判定适用。

有了正规性，我们只需为可数基中的一对嵌套邻域构造一个函数。两重指标仍是可
数的，这便能把所有函数值放进一个可数乘积，也能让所有坐标差按可求和的权重合成
距离。

定理 8.2.2 (Urysohn 可度量化定理). 每个第二可数的正则 T0 空间都可度量化，且
可嵌入 Hilbert 立方体 [0, 1]N。特别地，每个第二可数紧 Hausdorff 空间都可度量化。

证明. 设 (Un)n≥1 为可数基。对每个满足 Um ⊆ Un 的指标对 (m,n)，由引理 8.2.1 及
Urysohn 引理，选取连续函数 fmn : X → [0, 1]，使它在 Um 上为 1，在 X \ Un 上为 0。
先确认这些函数够用。给定开集中的点 x ∈ U，先选 x ∈ Un ⊆ U，再用正则性收缩

邻域，并从基中选取 Um，得到

x ∈ Um ⊆ Um ⊆ Un ⊆ U.

对应的函数满足 fmn(x) = 1，而 {fmn > 1/2} ⊆ U。因此，原来的每个邻域都包含由这
些函数值确定的邻域。又因正则 T0 空间为 Hausdorff 空间，对不同点 x, y 可选不含 y

的 U；上述函数便在 x, y 上分别取 1, 0，所以它们还分离点。
于是对角映射

Φ : X −→ [0, 1]{(m,n):Um⊆Un}, x 7−→ (fmn(x))m,n

连续且单射；上一段的邻域判定又说明从像空间回到 X 的逆映射连续，所以它是嵌入。
指标集至多可数，将这些坐标排列并在需要时补零，就得到到 [0, 1]N 的嵌入。
还可以直接写出相容度量：

d(x, y) =
∑

Um⊆Un

2−(m+n)|fmn(x)− fmn(y)|.

所有指标均从 1 开始。各项由 2−(m+n) 控制，故级数一致收敛；分离点性质给出正定性，
对称性和三角不等式则逐项成立。对固定 x，d(x,−) 是连续函数的一致极限，因此每个
d-开球在原拓扑中开。
反过来，给定 x ∈ U，取上面得到的指标对 (m,n)。若 y /∈ Un，则 fmn(x) = 1, fmn(y) =

0，所以仅这一项就给出 d(x, y) ≥ 2−(m+n)。因此

Bd(x, 2
−(m+n)) ⊆ Un ⊆ U.

每个原邻域都包含一个 d-开球，两个拓扑恰好相同。最后，紧 Hausdorff 空间正则，因
此第二可数紧 Hausdorff 空间满足定理的假设。

可数立方体不仅帮助构造度量，还能把不同紧度量空间放进一个共同的空间。结合
上一章对 Cantor集的刻画，我们甚至能从同一个 Cantor集连续地映满任意非空紧度量
空间。这里的“映满”允许把许多点粘合，因而不会与 Cantor 集全不连通这一性质矛
盾。
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定理 8.2.3 (Cantor 集的 Hausdorff 连续像). Hausdorff 空间是 C 的连续像，当且仅
当它是非空紧可度量化空间。

证明. 先说明一个更一般的事实：紧度量空间 K 的 Hausdorff 连续像 Y 仍可度量化。
设 q : K → Y 为连续满射。Y 紧；同时 q 是闭映射，因为闭子集的像紧，而紧子集在
Hausdorff 空间中闭。
取 K 的可数基，并记 V 为这组基的全部有限并组成的可数族。我们希望把其中的

集合传到 Y，但 q(V ) 未必开，因此改用

WV = Y \ q(K \ V ), V ∈ V .

由于 q闭，WV 开。它包含的正是那些整个纤维都落在 V 内的点。给定 y ∈ W 且W ⊆ Y

开，紧纤维 q−1(y) 可用有限个基本开集覆盖，并使其并 V 满足

q−1(y) ⊆ V ⊆ q−1(W ).

于是 y ∈ WV ⊆ W。故各 WV 构成 Y 的可数基，由定理 8.2.2得 Y 可度量化。将 K = C

代入，即得所需的正向结论；非空性与紧性直接由连续满射保留。
反过来，设 X 为非空紧度量空间。它第二可数，由前一定理可嵌入 [0, 1]N；其像紧，

因而在这个 Hausdorff 空间中闭。已有的 Cantor 满射 C → [0, 1] 逐坐标给出连续满射
CN → [0, 1]N。又因 C ∼= {0, 1}N 且 N× N 可数，将双重坐标重新排列便得 CN ∼= C。
在上述满射下，X 的逆像K 是 CN的非空闭子集，故是非空零维紧度量空间。图 7.1.1

所给结论说明存在连续满射 C → K。将它与限制映射 K → X 复合，就得到从 C 到 X

的连续满射。

连通紧度量空间称为连续统。若其中至少有两点 a, b，则由 Urysohn 引理存在连续
实函数在这两点分别取 0, 1；连通性保证它的像包含整个 [0, 1]。因此空间的基数至少为
|R|。另一方面，它嵌入 [0, 1]N，而可数个实数坐标组成的集合仍有基数 |R|，故非退化
连续统的基数恰好为 |R|。

8.2.1 局部有限族

第二可数性是很方便的充分条件，但并非可度量化的必要条件。例如，一个不可数离散
空间可由离散度量产生，却不可能有可数基。问题在于上一种构造把全部函数都排成了
一列；若函数有不可数多个，我们不能直接沿用同样的级数。
我们改为按尺度分层，每层允许任意多个集合，但要求在每一点附近只会遇到有限

个。这样，虽然这一层整体很大，在检查连续性或计算函数值时，局部仍只有有限项需
要处理。

定义 8.2.4 (局部有限、加细与仿紧性). 若每一点都有一个邻域只与集族中有限个成
员相交，则称该集族局部有限。可数个局部有限族的并称为 σ-局部有限族。若覆盖
V 的每个成员都包含于覆盖 U 的某个成员，则称 V 是 U 的一个加细。若每个开覆
盖都有局部有限的开加细，则称空间仿紧。
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局部有限性有一个后面反复要用的好处：它让无限并在局部表现得像有限并。若 (Ai)

局部有限，则 (Ai)也局部有限，因为一个开集与 Ai 相交，当且仅当它与 Ai 相交。并且⋃
i

Ai =
⋃
i

Ai.

右侧总包含于左侧；为证相反包含，只需说明右侧闭。若 x 不在右侧中，先取一个只遇
到有限个 Ai 的开邻域，再从中删去这有限个闭集，就得到避开所有 Ai 的 x 的开邻域。
因此右侧确实闭。
接下来要说明，度量能够把任意开覆盖整理成局部有限的开覆盖。单纯取越来越小

的球还不够，因为它们可能在同一点附近重叠无穷多次。下面的构造分两步控制重叠：
先在同一尺度按良序分配球心，再让更小尺度避开已经覆盖的区域。

定理 8.2.5 (度量空间的仿紧性). 每个度量空间都仿紧。

证明. 将给定开覆盖 (Us)s∈T 良序化，取 rn = 2−n，n ≥ 1。先令

Gs,n = {x : B(x, 3rn) ⊆ Us}, Hs,n = Gs,n \
⋃
t<s

Ut.

Gs,n 选出在 Us 内有足够余量的球心；再删去先前的 Ut，使同一尺度中归到不同覆盖成
员的球心彼此分开。为控制不同尺度之间的重叠，递归定义

As,n = Hs,n \
⋃

m<n, t∈T

Vt,m, Vs,n =
⋃

x∈As,n

B(x, rn).

注意 As,n 是保留的球心集合，不要求它开；真正作为加细成员的是开集 Vs,n。由球心的
选取，每个 Vs,n ⊆ Us。
先证明这些开集确实覆盖 X。给定 x，取包含它的第一个 Us，再取 n 足够大使

B(x, 3rn) ⊆ Us。此时 x ∈ Hs,n。若先前某一尺度已覆盖 x，则无需再处理；否则 x ∈ As,n，
所以 x ∈ Vs,n。这说明删除操作没有留下任何漏点。
再固定尺度 n。若 s < t，球心 a ∈ As,n 周围半径 3rn 的球在 Us 内，而 b ∈ At,n ⊆ Ht,n

位于 Us 外，因此 d(a, b) ≥ 3rn。两侧各向外扩展半径 rn 后，不同的 Vs,n, Vt,n 之间距离
仍至少为 rn。于是任一半径小于 rn/2 的球至多与这一层的一个成员相交。
最后还要同时控制所有尺度。给定点 c，由覆盖性选 c ∈ Vs,n，再取 B(c, R) ⊆ Vs,n。

选择 N > n，使 k > N 时 rk < R/4。第 k > N 层的所有保留球心都已避开 Vs,n，从而
到 c 的距离至少为 R；以它们为心、半径 rk 的球便都避开 B(c, R/2)。
把 B(c, R/2) 再缩小，使其半径也小于每个 ri/2，1 ≤ i ≤ N。这个邻域与前 N 层中

的每层至多一个成员相交，同时避开所有后续层。因此整个加细局部有限。

若正则空间有 σ-局部有限基
⋃

n Bn，就可以像第二可数情形一样证明正规性。给定
闭集 F ⊆ U 且 U 开，令

Wn =
⋃
{V ∈ Bn : V ⊆ U}.

正则性和基的性质保证这些 Wn 覆盖 F；而每一层局部有限，刚证的闭包公式给出

Wn =
⋃
{V : V ∈ Bn, V ⊆ U} ⊆ U.

于是引理 8.2.1 再次适用。这一步使我们能够继续使用 Urysohn 函数，只是现在把同一
局部有限层中的函数先合在一起，再对可数个层次求和。
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定理 8.2.6 (Nagata–Smirnov 可度量化定理). 空间可度量化，当且仅当它是正则
Hausdorff 空间，且有 σ-局部有限基。

证明. 先设空间可度量化。对每个 n ≥ 1，将全体半径为 1/n 的球构成的覆盖加细为
局部有限开覆盖 Bn，这由定理 8.2.5 保证。各层的并构成基：给定 x ∈ U 且 U 开，
取 n 使 B(x, 2/n) ⊆ U；若 V ∈ Bn 包含 x，则 V 位于某个半径为 1/n 的球中，故
V ⊆ B(x, 2/n) ⊆ U。度量空间又正则且 Hausdorff，因此必要性成立。
反过来，将基写成

⋃
n Bn，其中 Bn = {Vn,t : t ∈ Tn} 局部有限。上一段论证已保证

空间正规。固定 m,n, t，令

Wm,n,t =
⋃
{V ∈ Bm : V ⊆ Vn,t}.

这个集合把第 m 层中闭包能够放进 Vn,t 的基本开集全收在一起。由局部有限性，
Wm,n,t ⊆ Vn,t，所以可取连续函数 fm,n,t : X → [0, 1]，在此闭包上为 1，在 X \ Vn,t 上为
0。
同一对层次 (m,n) 中，函数可能有不可数多个，但对固定的两点 x, y，只有有限多

个 Vn,t 包含它们，因此下面第一式只有有限多个非零项。令

dmn(x, y) =
∑
t∈Tn

|fm,n,t(x)− fm,n,t(y)|,

d(x, y) =
∑

m,n≥1

2−(m+n) dmn(x, y)

1 + dmn(x, y)
.

每个 dmn 满足对称性、三角不等式以及 dmn(x, x) = 0，只是可能不分离点，所以它是一
个伪度量。它在 X ×X 上连续：在 x, y 附近分别选取只遇到有限个 Vn,t 的邻域，则在
这两个邻域的乘积中，求和一直只有同样有限多个可能非零的项。
各 dmn 未必有统一上界，这就是第二式先用 u/(1 + u) 将它们压到 [0, 1) 的原因。这

个函数递增且次可加，因为对 a, b ≥ 0，

a

1 + a
+

b

1 + b
≥ a

1 + a+ b
+

b

1 + a+ b
=

a+ b

1 + a+ b
.

因此压缩后的每项仍满足三角不等式，外层级数也满足；权重之和有限又保证一致收敛。
最后一并验证正定性和拓扑相容性。给定 x ∈ U 且 U 开，用基与正则性选取

x ∈ V ⊆ V ⊆ Vn,t ⊆ U, V ∈ Bm.

于是 x ∈ Wm,n,t，相应函数在 x 上取 1，在 U 外取 0。所以对 y /∈ U，有 dmn(x, y) ≥ 1，
从而

d(x, y) ≥ 2−(m+n)1

2
= 2−(m+n+1).

对不同点取不含 y 的 x 的开邻域，就得到 d(x, y) > 0；对任意原邻域 U，同一估计又给
出一个包含于 U 的 d-开球。反过来，由一致收敛，每个 d(x,−) 在原拓扑下连续，所以
d-开球原本就开。由此 d 是恰好诱导原拓扑的度量。

8.2.2 可度量化流形

定义 6.3.6只要求流形为 Hausdorff且局部欧氏，并未假设第二可数。局部坐标卡各自都
有可数基，但坐标卡可能需要不可数多个，因此还不能直接把这些基合成一个可数基。
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对连通流形，度量带来的局部有限覆盖能够从一个坐标区域出发，逐步扩展到整个空间，
从而得到所需的整体可数性。

定理 8.2.7 (连通流形的可度量化判定). 对连通的 N 维流形，其中 N ≥ 1，下列条
件等价：可度量化；具有可数紧子集覆盖；具有可数开覆盖 (Un)，使每个 Un 紧且
Un ⊆ Un+1；第二可数。

证明. 先记录局部欧氏性提供的邻域。在坐标卡内可取一个闭球仍留在坐标像内部的小
开球；闭球的逆像紧，且因空间 Hausdorff 而在全空间中闭。因此每一点在任意给定开
邻域内，都有闭包紧且仍包含于该邻域的开邻域。特别地，流形正则。
设 X 可度量化。将这些相对紧开邻域构成的覆盖加细为局部有限开覆盖 (Vi)，去掉

空成员。每个 Vi 包含于某个相对紧开邻域，所以其闭包也紧。局部有限性意味着每个
紧集只与有限多个 Vj 相交：在紧集的每一点附近选局部有限性给出的邻域，再取有限
子覆盖即可。
从一个 Vi0 开始，设 I1 = {i0}。已选有限指标集 In 后，令

Kn =
⋃
i∈In

Vi, In+1 = In ∪ {j : Vj ∩Kn 6= ∅}.

由上一段，In+1 仍有限，所以 Kn 紧。Kn 的每个点都属于某个与 Kn 相交的覆盖成员，
而该成员在下一步已被选入，故

Kn ⊆
⋃

j∈In+1

Vj ⊆ intKn+1.

于是 L =
⋃

n Kn 开。另一方面，(Vi) 仍局部有限，L 是这个闭集族的某个子族之并，所
以也闭。它非空，由 X 连通可知 L = X。这就得到可数紧子集覆盖；连通性恰好用在
由一个起始区域扩展到整个空间这一步。
给定任意紧集覆盖 (Kn)，先用有限个相对紧开坐标邻域覆盖 K1，令其并为 U1。递

归地，用有限个这样的邻域覆盖紧集 Kn+1 ∪ Un，令其并为 Un+1。这样每个 Un 都紧，
且 Un ⊆ Un+1，并且各 Un 覆盖 X。反过来，具有此性质的开覆盖的紧闭包当然也是可
数紧覆盖。
若有可数紧覆盖，每个紧集都能由有限个开坐标邻域覆盖，故共有可数个开坐标邻

域覆盖 X。把它们的欧氏可数基经坐标映射拉回，再取并，就得到 X 的可数基：任意
开集与任一坐标邻域相交仍开，可以在该坐标基中逐点细化。因此空间第二可数。
最后，流形已知正则且 Hausdorff，第二可数性由定理 8.2.2 推出可度量化性。四个

条件于是等价。
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第九章

紧 Hausdorff 空间（二）
先前我们用开覆盖和网研究了紧性；上一章又利用连续实函数构造了度量。接下来我们
换一个角度：紧 Hausdorff 空间中的每个超滤都有唯一极限，因而“取极限”本身可以
看作一个运算。有了这个观点，我们再研究怎样给一个非紧空间添入极限点，使它成为
紧空间。连续实函数将告诉我们何时能够这样做、怎样得到最大的紧化；局部紧性则决
定能否只添入一个点。最后，我们用紧化中的 Gδ 集把拓扑完备性与紧性联系起来。

9.1 超滤

先考虑一个收敛网 (xd)。如果我们只关心它是否收敛，其实不必记住每个指标对应哪一
点；只须知道哪些集合包含了它的某个尾部。这样的集合族有几个共同特点：两个最终
成立的条件可以同时成立，较大的集合仍然最终包含这个网，而空集不可能包含一个尾
部。滤子的公理正是把这些特点单独写出来。这样做还有一个好处：讨论紧性时，我们
可以直接扩大一个彼此相容的集合族，而不必同时构造新的指标集。

定义 9.1.1 (滤子与超滤). X 上的滤子 F 是包含 X、不包含 ∅，且对有限交封闭、
对包含关系向上封闭的子集族。按包含关系的极大滤子称为超滤。记 X 上全体超滤
组成的集合为 U(X)。点 x 生成的主超滤为 ↑ x = {A ⊆ X : x ∈ A}。

若集族 B 具有有限交性质，想让它成为滤子，就必须补入有限交及这些有限交的所
有超集。如此得到的集合族确实是滤子，而且是包含 B 的最小滤子；有限交性质恰好保
证这一步不会补入空集。非空滤子族的交仍为滤子。若一族滤子按包含关系定向，则任
意有限个成员都能放进同一个滤子中检查，所以它们的并仍为滤子。特别地，包含一个
给定滤子的链有上界，Zorn 引理因而保证它可以扩充为超滤。
主超滤把所有条件集中在一个点上，但无限集还有另一种重要的出发点：由所有有

限补集组成的 Fréchet 滤子。它对每个 x 都包含 X \ {x}，因而不可能包含于任何主超
滤。将它扩充后得到的超滤也不会来自某个固定的点。
“极大”看起来需要比较很多滤子。我们希望将它改成对 X 的子集逐个检验的条件。
若一个集合 A 与已有条件始终相容，就应该能够把它加入；超滤的极大性迫使它已经
在其中。进一步，这会使 A 和它的补集之间恰有一个被选中。

命题 9.1.2 (超滤判定). 对滤子 F，下列条件等价：它是超滤；每个与 F 的所有成
员都相交的集合都属于 F；由 A ∪B ∈ F 可推出 A ∈ F 或 B ∈ F；对每个 A ⊆ X，
A,X \ A 中恰有一个属于 F。每个滤子都是所有包含它的超滤之交。

证明. 与滤子每个成员都相交的集合可以加入，而不破坏有限交性质，所以极大性迫使
它原本就在滤子中。若 A、B 都不属于这样的滤子，则可分别选取与它们不交的滤子成
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员；这两个成员的交避开 A∪B，故得到并集判定。将该判定用于 X = A∪ (X \A)，得
到二选一性质。该性质不允许滤子的真扩充，因为加入缺失集合，就同时包含了某个已
有成员的补集。最后，若 A /∈ F，则集族 F ∪ {X \A} 具有有限交性质，否则某个滤子
成员会包含于 A。将它扩充为超滤，便得到一个不含 A的超滤，从而证明交集断言。

9.1.1 收敛与紧性

对网来说，收敛于 x 意味着每个 x 的邻域最终包含整个网；成为聚点则只要求每个尾
部仍能进入该邻域。改用最终集合族后，前者要求邻域已经属于滤子，后者只要求邻域
与滤子中的每个集合相交。这两个条件的强弱差别仍然保留着。

定义 9.1.3 (滤子的极限与聚点). 若 N (x) ⊆ F，则称滤子 F 收敛到 x。若 F 的每
个成员都与 x 的每个邻域相交，则称 x 为其聚点。分别记极限集与聚点集为 limF
和 adhF。

直接由定义可得

adhF =
⋂
A∈F

A, F ⊆ G =⇒ limF ⊆ limG, adhG ⊆ adhF .

增大滤子意味着更多集合被列为最终包含网的集合；它更可能包含某点的全部邻域，故
极限集扩大。聚点却必须与新增的每个成员相容，故聚点集缩小。对超滤，这两个概念
恰好一致：若每个邻域都与它的所有成员相交，命题 9.1.2 就保证每个邻域已在超滤中。
我们还可以用超滤检验闭包：

x ∈ A ⇐⇒ 存在包含 A 的超滤收敛于 x.

事实上，{A} ∪ N (x) 具有有限交性质，当且仅当 x ∈ A；将该集族扩充为超滤就得到
正向蕴含。反过来，若超滤同时包含 A 与 x 的每个邻域，它们的交就不可能为空，故
x ∈ A。这给我们一个常用做法：要把闭包问题化成收敛问题，就选择一个包含该集合
的超滤。
接下来，怎样把 X 上的滤子沿 f : X → Y 送到 Y 上？我们希望 B ⊆ Y 是一个最

终条件，当且仅当 f−1(B) 在原来就是最终条件。因此定义

f(F) = {B ⊆ Y : f−1(B) ∈ F}.

逆像保持交与补集，所以这是滤子；由二选一判定，超滤的像仍是超滤。
连续映射保持滤子收敛：若 F → x，则 f(x) 的每个邻域的逆像都是 x 的邻域，故

像滤子收敛到 f(x)。反过来，实际上只要映射保持超滤收敛，它就连续。为此取闭集
A ⊆ Y 及 x ∈ f−1(A)，利用上一段的闭包判别，选择包含 f−1(A) 且收敛到 x 的超滤
G。其像包含 A，又收敛到 f(x)；闭性迫使 f(x) ∈ A，即 x ∈ f−1(A)。所以闭集的逆像
闭，连续性得证。
前面从网得到滤子的想法可以反过来实施。对网 (xd)，令 Fx 为所有包含某个尾部的

集合构成的滤子。若给定滤子 F，我们想构造一个网，使每个 A ∈ F 最终包含它。于
是指标不仅记录一个点，还记录当前要满足的集合条件：令

DF = {(x,A) : x ∈ A ∈ F}, (x,A) ≤ (y,B) ⇐⇒ B ⊆ A,
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并取网 (x,A) 7→ x。两个指标之后可以用 A∩B 中的一点作为共同后继，故这是定向预
序集。这个网的最终集合滤子恰为 F：(x,A) 之后的尾部位于 A 中，而 A 的每个点都
出现在某个不小于 (x,A) 的指标处。这些构造同时保持极限与聚点，因为“最终在某邻
域中”与“每个尾部都与某邻域相交”，正好变成前述两个滤子条件。
紧性要求闭集族的有限相交条件能够给出公共点，这与滤子的公理正好相配；Haus-

dorff 性则负责排除两个不同的极限。因此，“每个超滤恰有一个极限”会同时表达这两
种性质。

定理 9.1.4 (超滤刻画). 空间紧，当且仅当每个滤子都有聚点，也当且仅当每个超滤
都收敛。空间为 Hausdorff 空间，当且仅当每个超滤至多有一个极限。因此，空间为
紧 Hausdorff 空间，当且仅当每个超滤恰有一个极限。

证明. 在紧空间中，对 A ∈ F 取闭集 A。任意有限个 A 的交都非空，因此这些闭包具
有有限交性质，交集中一点就是滤子的聚点。超滤的聚点又都是极限。若每个超滤收敛，
将任意滤子扩充为超滤，所得极限也与原滤子的每个成员相容，故原滤子有聚点。这补
齐了两个滤子条件之间的等价。反过来，将任意具有有限交性质的闭集族扩充为超滤，
其任一极限都属于原先所有闭集，因而得到紧性。在 Hausdorff 空间中，不交邻域排除
了同一滤子有两个极限的可能。若 x 6= y 无法分离，则 N (x) ∪ N (y) 具有有限交性质；
其扩充超滤会同时收敛到两点。

9.1.2 超滤极限的代数结构

在紧 Hausdorff 空间中，给每个超滤指定它的唯一极限，就得到一个真正的映射 c :

U(X) → X。接下来问：如果只给我们这个映射，而不告诉我们哪些集合开，能不能恢
复原拓扑？主超滤的极限应当是生成它的点，这是第一个要求。第二个要求涉及两层取
极限：先有一族 X 上的超滤，再用一个超滤 U 描述这一族怎样变化。我们可以先对各
个超滤取极限，再对得到的像超滤取极限；也可以先把两层集合条件合成一层。需要准
确说明的，就是后一种合成。对 A ⊆ X，令 Â = {G ∈ U(X) : A ∈ G}。若 U ∈ U(U(X))，
定义

σ(U) = {A ⊆ X : Â ∈ U} =
⋃
A∈U

⋂
G∈A

G.

这里 A ∈ σ(U) 的意思是：“包含 A 的那些超滤”组成的集合属于 U。因此 σ 将两层最
终条件合为 X 上的一层条件。等式 Â ∩ B = Â∩ B̂、X̂ \ A = U(X) \ Â 保证 σ(U) 仍是
超滤。右侧的并交式也表达同一条件：存在 A ∈ U，其中每个超滤都包含 A，当且仅当
Â ∈ U。对映射 f，记 U(f)(G) = f(G)，并记 ηX(x) =↑ x。特别注意，U(c)(U) 是 X 上
的超滤，而 c(U(c)(U)) 才是 X 中的点。

定理 9.1.5 (以极限运算刻画紧 Hausdorff 拓扑). 非空紧 Hausdorff 空间的极限映射
c : U(X)→ X 满足 cηX = idX 与 cσ = cU(c)。反过来，任意满足这两个等式的映射
c 都在 X 上确定唯一的紧 Hausdorff 拓扑，使 c(G) 为 G 的极限。
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左图说主超滤的极限是原点；右图比较“先合成，再取极限”与“先取各个极限，再
取极限”。这两个条件便刻画了紧 Hausdorff 拓扑：

X U(X)

X

ηX

idX

c

U(U(X)) U(X)

U(X) X

σ

U(c) c

c

(9.1.1)

证明. 先从已有的紧 Hausdorff 拓扑出发。主超滤 ↑ x 收敛到 x，所以第一个等式成立。
给定 U ∈ U(U(X))，令 x = c(U(c)(U))。若 V 是 x 的开邻域，则像超滤的收敛性给出
c−1(V ) ∈ U。对每个 G ∈ c−1(V )，它的极限 c(G) 位于开集 V 中，因此 V ∈ G。这说明
c−1(V ) ⊆ V̂，从而 V̂ ∈ U，即 V ∈ σ(U)。所以 σ(U) 也收敛到 x，由极限唯一性得到
cσ = cU(c)。
反过来，只给定满足两个等式的映射 c。先前的闭包判别提示我们定义

clA = {c(G) : A ∈ G}.

因为没有超滤包含空集，cl∅ = ∅；超滤包含 A ∪ B 当且仅当包含其中之一，所以此
运算保持二元并；主超滤又给出 A ⊆ clA。真正需要第二个等式的地方是幂等性：一个
“闭包中点的极限”，必须仍是原集合中点的极限。

取 x ∈ cl(clA)，选择超滤 G 使 clA ∈ G 且 c(G) = x。对每个 z ∈ clA，选 Gz 使
A ∈ Gz、c(Gz) = z；对其他 z，令 Gz =↑ z。记 h(z) = Gz，则 ch = idX。令 U = U(h)(G)，
于是

U(c)(U) = U(ch)(G) = G, Â ∈ U.

后一个条件来自 h−1(Â) ⊇ clA ∈ G。所以 A ∈ σ(U)，再用兼容等式得到

x = c(G) = c(U(c)(U)) = c(σ(U)) ∈ clA.

闭包公理因而全部成立，确定了一个拓扑。
还有一件事不能省略：刚构造的拓扑是否真的以 c 为唯一极限运算？对每个 A ∈ G，

定义直接给出 c(G) ∈ clA，所以它是聚点，继而是超滤的极限。
要排除另一个极限 x，设 G → x。对每个 A ∈ G，有 x ∈ clA，于是可选 GA 使 A ∈ GA

且 c(GA) = x。这些新超滤全都被 c 送到 x，但它们仍逐步满足原来 G 的条件。准确地
说，令 K(A) = {GB : B ∈ G, B ⊆ A}。任意有限个这样的集合都包含 GA1∩···∩Am，因此具
有有限交性质，可以扩充为 U(X) 上的超滤 U。由于 c(K(A)) = {x}，有 U(c)(U) =↑ x。
另一方面，K(A) ⊆ Â 给出 A ∈ σ(U)，所以 G ⊆ σ(U)；两者都是超滤，必相等。于是

c(G) = c(σ(U)) = c(U(c)(U)) = c(↑ x) = x.

所以每个超滤恰有指定的唯一极限。定理 9.1.4 给出紧性及 Hausdorff 性，闭包公式则
保证拓扑唯一。

9.2 Tychonoff 空间
若一个空间已经嵌入紧 Hausdorff 空间，只需对它取闭包，就得到了一个紧空间，并且
原空间在其中稠密。这提示我们：构造紧化，首先要解决的不是“添哪些点”，而是“能
否先把原空间嵌进去”。紧 Hausdorff 空间正规，但正规性不保持到任意子空间，因此不
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能直接用正规性回答这个问题。连续实函数却能限制到子空间上。我们将把点与闭集的
分离要求写成一个实函数的取值条件，再用全部这样的函数构造嵌入。

定义 9.2.1 (紧化与完全正则性). X 的一个紧化是紧空间 Y，以及像稠密的嵌入
c : X → Y。若 Y 为 Hausdorff 空间，则称为 Hausdorff 紧化；Y \ c(X) 称为其余
部。若对每个开集中的点 x ∈ U，都有连续函数 f : X → [0, 1] 满足 f(x) = 0 和
f(X \ U) ⊆ {1}，则称空间完全正则。完全正则的 T0 空间称为 Tychonoff 空间。

这个函数将 x 放在取值 0 的一端，将 U 外的点放在取值 1 的另一端，中间的阈值
便给出可以缩小的邻域。例如

x ∈ f−1[0, 1/2), f−1[0, 1/2) ⊆ f−1[0, 1/2] ⊆ U,

所以完全正则性蕴含正则性。由 Urysohn 引理，正规 Hausdorff 空间都是 Tychonoff 空
间。但这些条件并不等价：Sorgenfrey 平面是 Tychonoff 空间，却不正规。这里保留 T0

条件也有实际作用：连续函数不仅要描述邻域，还要能区分不同的点。
为了把这件事写成嵌入，我们给每个函数安排一个坐标。映射 x 7→ (fi(x))i 是否保

留原拓扑，取决于原来的开集能否由各个 fi 的开逆像生成。若映射族 (fi : X → Yi) 生
成的初始拓扑恰为 X 原有的拓扑，就称它为初始源。由于乘积拓扑只使用有限个坐标，
这等价于对角映射 ∆ifi : X →

∏
i Yi 是初始映射。再加上单射性，它就是嵌入。

引理 9.2.2 (用实函数识别拓扑). 令 AX = C(X, [0, 1])。空间完全正则，当且仅当
(f : X → [0, 1])f∈AX

是初始源。完全正则性保持到子空间与任意乘积。

证明. 若 X 完全正则，则每个开集 U 都是定义中给出的集合 f−1[0, 1) 的并，所以这些
函数生成原拓扑。反过来，在 U 内取基本初始邻域

x ∈ B =
m⋂
i=1

f−1
i (Oi) ⊆ U.

我们先分别处理每个坐标。由 [0, 1] 上的 Urysohn 引理，存在连续 ui : [0, 1]→ [0, 1]，使
ui(fi(x)) = 0，且 ui 在 [0, 1] \Oi 上等于 1。然后令 f = maxi(ui ◦ fi)。在 x 处所有项均
为零；在 B 外至少有一个坐标离开 Oi，相应一项等于 1，所以 f = 1。这正是完全正则
性所需的函数。若基本邻域为 X，取常零函数即可。对子空间，将母空间邻域对应的分
离函数限制下来即可。对乘积，基本邻域只限制有限个坐标，取相应分离函数的最大值
即得所需函数。

引理已经解决了拓扑是否被恢复的问题，剩下只须检验不同点能否得到不同坐标。若
x 6= y，T0 条件给出只含其中一点的开集，完全正则性再给出在这两点分别取 0, 1 的函
数。因此全部 [0, 1] 值连续函数组成的对角映射就是所需嵌入。

定理 9.2.3 (立方体嵌入与紧化). 对空间 X，下列条件等价：X 是 Tychonoff 空间；
X 可嵌入某个立方体 [0, 1]I；X 可嵌入紧 Hausdorff 空间；X 有 Hausdorff 紧化。

证明. 映射 kX : X → [0, 1]AX 定义为 kX(x)(f) = f(x)。由引理它是初始映射，由 T0 条
件与完全正则性，它又是单射，因而是嵌入。Tychonoff定理保证立方体紧且 Hausdorff。
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在紧 Hausdorff 空间中，对嵌入像取闭包就得到紧化。反过来，紧 Hausdorff 空间正规，
因而为 Tychonoff 空间；由引理及 T0 的遗传性，其子空间也是 Tychonoff 空间。

这一定理保证了紧化存在，但没有说紧化唯一。仍以 (0, 1) 为例：直接添入两个端点
得到 [0, 1]；再把这两个端点粘合，就得到圆周，原区间成为去掉一点的圆周。也可以把
同一个区间嵌入平面，令 x 7→ (x, sin(1/x))，再在紧矩形 [0, 1]× [−1, 1] 中取闭包。此时
余部除了 x = 1 处的端点 (1, sin 1)，还包含 {0} × [−1, 1] 的整条线段：趋于 0 的不同
过程可以使第二坐标趋于不同值。所以紧化中的边界不只由原区间看起来有几个“端”
决定；我们选择观察哪些连续函数，也会决定哪些趋近方式被区分开。下一节就把所有
[0, 1] 值连续函数一起保留下来。

9.3 Stone–Čech 紧化
上一节的立方体嵌入还有一个尚未使用的特点：原来每个连续函数 f : X → [0, 1] 都成
为了一个坐标投影。因此，在嵌入像的闭包上，不需要猜测边界点处的函数值，直接读
取对应坐标即可。我们希望构造一个紧化，使所有这样的函数同时延拓。采用全部连续
函数作为坐标，正是为了满足这一要求。接下来还会看到，[0, 1] 值函数的延拓已经足以
给出向任意紧 Hausdorff 空间的延拓。对任意拓扑空间 X，令 AX = C(X, [0, 1])，并定
义

kX(x) = (f(x))f∈AX
, βX = kX(X) ⊆ [0, 1]AX , ηX : X −→ βX.

这里 ηX 是将 kX 的陪域限制后所得的映射，其像稠密；βX 是紧 Hausdorff 立方体的闭
子空间，因而也紧且 Hausdorff。由定理 9.2.3，ηX 是嵌入当且仅当 X 为 Tychonoff 空
间。若 X 本身紧且 Hausdorff，嵌入像还闭，既闭又稠密，只能等于整个 βX，所以 ηX
是同胚。注意我们暂时允许任意 X，因而在未假定 Tychonoff 性时，不能先把 X 当成
βX 的子空间。

定理 9.3.1 (普遍延拓性质). 对每个连续映射 f : X → Y，若 Y 紧且 Hausdorff，则
存在唯一的连续映射 f ∗ : βX → Y，满足 f ∗ηX = f。若 X 为 Tychonoff 空间，则
(βX, ηX) 称为其 Stone–Čech 紧化。

X βX

Y

ηX

f
f∗ (9.3.1)

证明. 先处理值域 [0, 1]。每个 h : X → [0, 1] 都有坐标延拓 h∗ = ph|βX，因为 phηX = h。
任何两个连续延拓在稠密集 ηX(X) 上一致，而值域 Hausdorff，故处处一致。
对一般的紧 Hausdorff 空间 Y，我们还没有直接定义边界点的像。先将 Y 嵌入立方

体，便可逐个构造它的坐标：对每个 h ∈ AY 延拓 h ◦ f，再令

g = ((h ◦ f)∗)h∈AY
: βX −→ [0, 1]AY .
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每个坐标连续，所以 g 连续。下面的图表示，各坐标限制回 X 后都等于原来 f 的对应
坐标：

X βX

Y [0, 1]AY [0, 1].

ηX

f g
(hf)∗

kY ph

(9.3.2)

但得到立方体中的点还不够，必须确认 g 的值真的落在 kY (Y ) 内。由稠密性与连续性，

g(βX) ⊆ gηX(X) = kY f(X) ⊆ kY (Y ).

最后一步正是紧 Hausdorff 条件的用处：kY (Y ) 紧，在 Hausdorff 立方体中闭。因此可
以取 f ∗ = k−1

Y g，它连续且满足所需等式。唯一性仍来自稠密像上的一致性。

对非 Tychonoff 空间，这一构造仍有意义，只是 ηX 未必将 X 嵌入。例如，若非空
空间上的每个连续实函数都恒定，则 βX 只有一个点。

9.3.1 紧化之间的序

例如从 [0, 1] 到圆周的粘合映射，在原区间上不改变任何点，却把两个边界点变成同一
点。我们将这种“固定原空间、合并边界”的方向作为比较紧化的依据；箭头的出发点
称为较大的紧化。

定义 9.3.2 (Hausdorff 紧化的比较与等价). 对 X 的 Hausdorff 紧化 (Yi, ci)，若存在
连续映射 q : Y1 → Y2 满足 qc1 = c2，则记 (Y2, c2) � (Y1, c1)。若这样的 q 可取为同
胚，则称两个紧化等价。

由稠密性，q 唯一；它的紧像包含稠密集 c2(X)，所以它还是满射。若两个方向都有
这样的映射，则复合在稠密集上为恒等，因而处处为恒等，故两个紧化等价。这些关系
可用下图表示：

X

Y1 Y2

c1 c2
q

r

(9.3.3)

由定理 9.3.1，βX 是最大的 Hausdorff 紧化。延拓性质还可以反过来刻画它。

命题 9.3.3 (Stone–Čech 紧化的延拓刻画). 对 Tychonoff 空间的 Hausdorff 紧化
(Y, c)，下列条件等价：它等价于 βX；从 X 到任意紧 Hausdorff 空间的每个连续
映射都能延拓到 Y；每个连续映射 X → [0, 1] 都能延拓到 Y。

证明. 普遍延拓性质已经给出第一个条件到第二个的蕴涵，而第二个当然包含第三个。
设第三个成立，将 kX 的每个坐标连续延拓到 Y，取对角映射 g : Y → [0, 1]AX。因为
c(X) 稠密，g(Y ) ⊆ kX(X) = βX，且 gc = ηX，所以 βX � Y。另一方面，βX 的普遍
性质给出 Y � βX。两个比较映射的复合在原空间的稠密像上都是恒等映射，因而处处
是恒等；所以它们互逆，两个紧化等价。
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还有一种检验延拓的办法，不必预先写出边界点处的函数值。若 f 在两组点上分别
取相隔的值，而这两组点在新空间中趋近同一点，连续延拓就不可能存在，因为该点的
值被迫同时接近两个互不相交的闭集。下面证明，这也是唯一的障碍。

引理 9.3.4 (稠密子空间上的延拓). 若 X 在 Y 中稠密，f : X → [0, 1] 连续，则 f 能
连续延拓到 Y，当且仅当对任意不交闭集 A,B ⊆ [0, 1]，f−1(A), f−1(B) 在 Y 中的
闭包不交。

证明. 若存在延拓，这两个闭包分别位于不交的闭逆像中。反过来，固定 y ∈ Y。因为
X 稠密，每个邻域 V 都与 X 相交，所以闭集 f(V ∩X) ⊆ [0, 1] 非空。有限个邻域的交
仍是邻域，这些闭集具有有限交性质；紧性给出至少一个公共点。若公共点有两个不同
值 a, b，取它们的不交闭邻域 A,B。由于 a ∈ f(V ∩X)，a 的开邻域 intA 与 f(V ∩X)

相交，故每个 V 都与 f−1(A) 相交；于是 y ∈ clY (f−1(A))。对 b 同理，违背假设。所以
公共点唯一，记为 g(y)。这就是连续性所允许的唯一候选值。当 y ∈ X 时，连续性保
证 g(y) = f(y)。对 [0, 1] 中 g(y) 的开邻域 O，取开集 O0 使 g(y) ∈ O0 ⊆ O0 ⊆ O。由紧
性，存在 y 的邻域 V 满足 f(V ∩X) ⊆ O0；否则所有这样的闭包与紧集 [0, 1] \O0 仍具
有有限交性质，矛盾。可令 V 开。对 z ∈ V，其定义中的交包含于 f(V ∩X) ⊆ O，所
以 g 连续。

若一个连续的 [0, 1] 值函数在两个子集上分别为 0 与 1，则称这两个子集函数分
离。一个 Hausdorff 紧化是 βX，当且仅当每对函数分离集的闭包都不交。必要性由延
拓分离函数得到。对充分性，[0, 1] 中的不交闭集本身可用连续函数分离；将它与任意
f : X → [0, 1] 复合，就能应用引理 9.3.4 及命题 9.3.3。

9.3.2 离散空间与其超滤

如果 X 离散，每个子集 A 的特征函数都是连续函数，因此在 βX 中仍能连续取值于
{0, 1}。一个新增点对于每个 A 都必须选择落在“A 的一边”还是“补集的一边”；有限
交的兼容性又要求这些选择组成超滤。这就提示了下面的具体模型。

例 9.3.5 (超滤模型). 对非空离散空间 X，在 U(X) 上取开闭集基 Â = {G : A ∈ G}，
其中 A ⊆ X。则映射 x 7→↑ x 给出 βX。

证明. 有 Â ∩ B = Â ∩ B̂、Â ∪B = Â ∪ B̂ 与 X̂ \ A = U(X) \ Â。不同超滤可由某个
Â 及其补集分离。为验证紧性，先设基本开集覆盖 {Âi}i 没有有限子覆盖。任意有限
个 Ai 的并都不能等于 X，否则相应帽号集合已覆盖所有超滤；因此 {X \ Ai}i 具有
有限交性质。将这族补集扩充为超滤 G，它就不属于任何 Âi，与覆盖矛盾。任意开覆
盖都可细化为基本开覆盖，所以这已经证明紧性；也可将这组开闭集视为子基，应用
Alexander 引理。主超滤给出 X 的一个稠密副本，因为每个非空 Â 都包含主超滤，且
{̂x} = {↑ x}。对 f : X → [0, 1]，定义 f ∗(G) = lim f(G)。若这个极限为开集中的点
a ∈ O，取 a ∈ V ⊆ V ⊆ O，则 A = f−1(V ) ∈ G。Â中每个超滤的像极限都位于 V ⊆ O，
所以 f ∗ 连续且延拓 f。由前面的刻画命题完成证明。
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取 X = N，这个模型也说明：给可数离散空间作最大的紧化，会增加非常多的点。
记录一个超滤对每个子集的选择，就得到连续单射

βN −→ {0, 1}P(N), G 7−→ (1{A∈G})A⊆N.

由紧性及值域的 Hausdorff 性，这是闭嵌入。因此 |βN| ≤ 2c，其中 c = 2ℵ0。反向不等式
借助普遍性质。立方体 {0, 1}R 虽有不可数多个坐标，却有可数稠密集：取所有有理端
点开区间的有限并的特征函数。这些函数只有可数多个；而基本开集只指定有限个实数
处的 0, 1 值，可以用足够小的有理端点区间包住指定为 1 的点，并避开指定为 0 的点，
所以这个集确实稠密。从离散的 N 到它的满射连续，因而延拓为 βN → {0, 1}R。延拓
像是包含该稠密集的紧闭集，只能是整个立方体。因此 |βN| ≥ 2c，从而两者相等。
最后回到收敛。取由不同自然数组成的序列，并任取它的一个子列。令 A 为这个子

列奇数项构成的集合，则奇数项的主超滤位于 Â，偶数项位于它的开闭补集。若该子列
收敛，其极限必落在这两个开集之一，序列就应最终进入其中，但另一半项始终在外，
矛盾。因此原序列没有收敛子列，βN 是紧 Hausdorff 空间而不是序列紧空间。

9.4 局部紧性与最小 Hausdorff 紧化
Stone–Čech紧化保留了全部连续实函数的延拓。现在尝试另一端：把边界中的所有点合
成一个点 ∞。若还要求新空间 Hausdorff，就必须把每个原来的点 x 与 ∞ 分开；而新
空间紧，∞ 的邻域之外应当只剩下一块紧的部分。于是 x 附近必须有足够小的紧邻域。
下面先把这一局部条件写清楚，再检验单点紧化是否可行。

定义 9.4.1 (局部紧性). 若每一点 x 的每个邻域 U 都包含该点的一个紧邻域 K，即
对 x 有 x ∈ intK ⊆ K ⊆ U，则称空间局部紧。

这里采用的是“每点有紧邻域基”的约定，不把紧性与 Hausdorff 性混在定义里。在
Hausdorff 空间中，每点有一个紧邻域就已足够：若 K 是 x 的紧邻域，在紧 Hausdorff
子空间 K 中用正则性，可把邻域缩小到其闭包包含于 U ∩ intX K；该闭包既紧，又仍
是 X 中 x 的邻域。同样，正则紧空间局部紧。对开子空间，在它内部继续缩小紧邻域；
对闭子空间 A，将母空间中的紧邻域与 A 相交，仍是紧集。这分别说明局部紧性对开、
闭子空间遗传。
欧氏空间中可使用足够小的闭球；流形的坐标邻域将这一构造带到每一点附近。Q

则没有这样的紧邻域：若 K ⊆ Q 是 0 的紧邻域，就包含某个 (−ε, ε) ∩Q。包含映射把
K 送成 R 中的紧闭集，因而它也必须包含这段有理数的实闭包，其中有无理数，矛盾。

引理 9.4.2 (稠密子空间的开性与余部的分离). Hausdorff 空间 Y 的稠密局部紧子空
间 A 是开集。若 A 在 Hausdorff 空间 Y 中稠密，连续映射 f : Y → Z 在其上的限
制 f |A 是嵌入，则 f(Y \ A) ∩ f(A) = ∅。

证明. 取 a ∈ A在 A中的紧邻域 K，再取 Y 中的开集 U，使 a ∈ U 且 U ∩A ⊆ K。由于
K 在 Y 中闭，且 A 稠密，故 U ⊆ U ∩ A ⊆ K ⊆ A。对第二个结论，假设 f(a) = f(y)，
其中 a ∈ A, y /∈ A。取 Y 中分别包含这两点的不交开集 U, V。由嵌入性质，可取开集
W ⊆ Z 使 f(a) ∈ W 且 W ∩ f(A) = f(U ∩A)。于是 V ∩ f−1(W ) 是 y 的邻域，由稠密
性它与 A相交。交点的像属于 f(U ∩A)，这与映射在 A上单射以及 U, V 不交矛盾。
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设 X 是非紧的局部紧 Hausdorff 空间，令 αX = X ∪ {∞}。怎样规定新点的邻域？
如果 ∞ 表示“离开原空间的每一块紧集”，其基本邻域就应是 αX \K，其中 K ⊆ X

紧。同时保留 X 的原有开集。有限个紧集的并仍紧，所以两个这样的基本邻域的交仍
是同一形式；与 X 中开集相交时，紧集在 Hausdorff 空间中闭，所得交也是原空间的开
集。任意并的检验则利用紧集的闭子集仍紧。这些集合确实给出一个拓扑，并且不改变
X 的子空间拓扑。任一开覆盖中，含 ∞ 的成员具有紧补集；再取有限个成员覆盖此补
集，就得到有限子覆盖。因此 αX 紧。为分离 x 和 ∞，取 x 的紧邻域 K，使用不交开
集 intK 和 αX \K 即可。因为 X 不紧，不可能由某个紧集 K 覆盖整个 X，所以∞的
每个基本邻域都与 X 相交。这说明 X 稠密，所得空间确实是一个紧化，称为单点紧化
或 Alexandroff 紧化。非紧假设用在这一步：若 X 已经紧，以上拓扑会使 {∞} 开，新
添点不在 X 的闭包中。
现在可以比较它与其他 Hausdorff 紧化。

定理 9.4.3 (最小 Hausdorff 紧化). 对非紧 Hausdorff 空间 X，下列条件等价：它局
部紧；它存在最小 Hausdorff 紧化；它是 Tychonoff 空间且在每个 Hausdorff 紧化中
都是开集；它是 Tychonoff空间且在 βX 中是开集；它同胚于某个紧 Hausdorff空间
的开子空间。此时最小紧化就是 αX。

证明. 设 X 局部紧，(Y, c) 是其 Hausdorff 紧化。由引理 9.4.2，c(X) 是开集。定义
q : Y → αX，使 q(c(x)) = x 且 q(Y \ c(X)) = {∞}。开集 U ⊆ X 的原像为 c(U)，在 Y

中开；αX \K 的原像为 Y \ c(K)，也开。因此 q 连续，且下图交换：

X Y

αX.

c

pX
q (9.4.1)

这说明 αX 最小。
反过来，假定最小紧化 Y0 存在。我们要证明它的余部只有一点；这样 X 就是紧

Hausdorff 空间的开子空间，所需局部紧性便会随之而来。若余部有不同两点 a, b，令
Z = Y0 \ {a, b}。这是紧 Hausdorff 空间的开子空间，因而局部紧。它包含稠密的 X，所
以在 Y0 中也稠密；若它紧，就在 Y0 中闭，只能等于 Y0，矛盾。因此 Z 非紧，可以作
单点紧化。于是 αZ 也是 X 的紧化，由最小性存在到 Y0 的比较映射：

X Z αZ

Y0

j

c0

pZ

i
f

(9.4.2)

由稠密性有 fpZ = i，且 f 满射。但 αZ 新添的一个点不可能同时映到 a, b，矛盾。将
Y0 的余部记为 {∞}。对任一紧化 Y，固定 X 的比较映射 q : Y → Y0 由引理 9.4.2 将整
个余部映到∞。于是 X = Y \ q−1(∞)是开集。特别地，它在 βX 中开；而紧 Hausdorff
空间的开子空间局部紧，其余蕴涵随即成立。

若 X 本身紧且 Hausdorff，则它唯一的 Hausdorff 紧化就是自身。例如 α(0, 1) 是圆
周，αR ∼= S1，αR2 ∼= S2。R 中的序列趋于 ∞，当且仅当它最终离开每个紧区间，也就
是 |xn| → ∞。
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9.4.1 核紧性

单点紧化需要 Hausdorff 条件。若转向任意拓扑空间，真正构造一个紧邻域有时过于严
格，但它在开覆盖论证中的作用还可以单独保留下来。具体地，若 x ∈ V ⊆ K ⊆ U 且
K 紧，则每当开集族覆盖 U，其中有限个便足以覆盖 V。后续函数空间的论证只会用
到这一有限覆盖结论，并不需要事先找到 K。因此我们直接把 V 相对于 U 的这个性质
作为研究对象。

定义 9.4.4 (相对紧包含与核紧性). 设 C ⊆ U，其中 U 开。若 U 的任一由 X 中开
集组成的覆盖都有有限个成员覆盖 C，则记为 C � U。若对每个开集中的点 x ∈ U，
都存在开邻域 V 使 x ∈ V � U，则称空间核紧。

我们称 C � U 为 C 相对于 U 紧。它比较的是两个集合，而不是只描述 C 自身；一
般不能将它理解为 C 紧。等价地，每当非空定向开集族 D 的并包含 U，其中就有一个
成员包含 C。正向先取有限子覆盖，再用定向性找共同上界；反向则把任意覆盖改成所
有有限子族的并，由此得到所需有限子覆盖。
后面会反复使用两条简单规则：若 C ′ ⊆ C � U ⊆ U ′，则 C ′ � U ′；若有限多个

Ci � U，则
⋃

i Ci � U，因为可以把相应有限子覆盖合在一起。特别地，若 C ⊆ K ⊆ U

且 K 紧，则 C � U。所以局部紧空间都是核紧的。
这一关系的重要性质是可以插入一个中间开集。

引理 9.4.5 (插值性质). 在核紧空间中，若 C � U，则存在开集W，使 C � W � U。

证明. 我们要找的 W 既要对 U 足够小，又要能够有限地控制 C。为此，在 U 中的每一
点连续使用两次核紧性，选开集

x ∈ Vx � Wx � U.

这些 Vx 覆盖 U，而 C � U，故有限多个 Vx1 , . . . , Vxm 覆盖 C。令 W =
⋃m

i=1 Wxi
。由

有限并规则，W � U；每个 Vxi
� W，所以它们的并相对于 W 紧，再缩小左端便得

C � W。

对 sober空间，核紧性与局部紧性实际上一致。证明的关键，是将适当的开邻域族转
化为紧集。

定理 9.4.6 (sober 空间中的局部紧性). sober 空间核紧当且仅当它局部紧。进一步，
空间 X 核紧当且仅当其 sober 化 s(X) 局部紧。

证明. 只须证明 sober 空间中的核紧性能够产出真正的紧邻域。给定 x ∈ U，先取 x ∈
V � U。利用插值性质，取 V � V0 � U，再递归取

V � Vn+1 � Vn (n ≥ 0).

这些开集从外向内缩小，但都包含同一个 x 的邻域 V。我们希望它们的交是紧的。为便
于处理任意开覆盖，不只保留这列开集，而是取它们生成的开集滤子

H = {W ∈ O(X) :存在n, Vn ⊆ W}, K =
⋂
H.
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于是 x ∈ V ⊆ K ⊆ U，只剩下证明 K 紧。开集族 H向上封闭，且对有限交封闭。若若干
开集的并属于 H，则某个有限子并也属于它：这些开集覆盖某个 Vn，再利用 Vn+1 � Vn

即可。
我们断言：若开集 W 满足 K ⊆ W，则 W ∈ H。否则，由 Zorn 引理可取不属于 H

的极大开集 G ⊇ W；上面的有限子并性质保证链的并仍不属于该族。其补集 F 非空，
因为 X ∈ H，所以 G 6= X。它还是不可约闭集：若 F = F1 ∪ F2，其中 F1, F2 都是 F

的真闭子集，则 G = (X \ F1) ∩ (X \ F2)。两侧开集都严格包含 G，极大性迫使它们属
于 H，有限交封闭性又迫使 G ∈ H，矛盾。这正是使用 sober 性的地方：不可约闭集 F

必有一个泛点 z，即 F = {z}。H 的每个成员 H 都与 F 相交，否则 H ⊆ G。开集只要
与 {z} 相交，就必包含 z，故 z ∈ K ⊆ W ⊆ G，矛盾。现在，K 的任一开覆盖的并都
属于 H；有限子并性质给出有限子覆盖。因此 K 就是所需的紧邻域。
最后考虑任意空间 X。其 sober 化并不改变开集格：映射

U 7−→ {F ∈ s(X) : F ∩ U 6= ∅}

给出保任意并与有限交的序同构 O(X) ∼= O(s(X))。有限交之所以被保持，正是因为点
F ∈ s(X) 是不可约闭集：它分别与两个开集相交，就与它们的交相交。利用 � 的定向
开覆盖刻画，核紧性可沿此同构双向传递。又因为 s(X) 是 sober 空间，第一部分即给
出结论。

9.5 拓扑完备性

完备度量空间中的 Cauchy 序列不会“走出空间”。但同一个拓扑可以由不同度量给出，
其中一个度量可能完备，另一个却不完备。例如 (0, 1) 的通常度量不完备，而它通过
x 7→ tan(π(x− 1/2)) 同胚于 R；把实数直线的完备度量拉回来，就得到区间上的另一个
相容完备度量。所以真正只依赖拓扑的问题是：有没有至少一个相容度量是完备的？这
一性质还将与空间在紧化中能否表示成可数个开集的交发生联系。

定义 9.5.1 (拓扑完备与 Čech 完备). 若空间存在相容的完备度量，则称它拓扑完备。
Gδ 集指可数个开集的交；Fσ 集指可数个闭集的并。若一个空间能够嵌入为某个紧
Hausdorff 空间的 Gδ 子集，则称它 Čech 完备。

闭子空间继承原来的完备度量。开子空间却不能直接这样处理，开区间已经给出反
例。我们需要调整度量，使趋近边界的序列不再是 Cauchy 序列。设 d 是 X 上的相容
完备度量，U ⊆ X 开，F = X \ U 非空。一个直接的办法是增加坐标 1/d(x, F )：越靠
近边界，该坐标越大。考虑映射

U −→ X × R, x 7−→
(
x, 1/d(x, F )

)
它是嵌入，因为第一坐标就是原点 x；其像还闭。事实上，若图像中一列点收敛到 (x, t)，
而 x ∈ F，则 d(xn, F )→ 0，第二坐标不可能收敛到有限的 t。因此 x ∈ U，连续性再给
出 t = 1/d(x, F )，极限仍在图像中。X ×R 上的度量 d(x, y) + |s− t| 完备，所以该闭图
像以及与它同胚的 U 都拓扑完备。若 F = ∅，无需改动原度量。
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同一思路也适用于可数乘积。若每个 dn 完备，使用命题 6.2.2 中的有界乘积度量

D(x, y) =
∞∑
n=1

2−n min{1, dn(xn, yn)}.

D-Cauchy 序列在每个坐标上都是 Cauchy 序列，因此有逐坐标极限；给定误差，先使
级数尾项小，再处理有限个首项，便得到关于 D 的收敛。所以可数乘积仍拓扑完备。
在度量空间中，拓扑完备子空间恰好与可数个开集的交联系起来。

定理 9.5.2 (度量空间中的 Gδ 判别法). 拓扑完备空间的每个 Gδ 子空间都拓扑完备。
反之，任一可度量化空间中的拓扑完备子空间都是 Gδ 集。

证明. 设 A =
⋂

n Un，其中各 Un 开。开子空间的结论已经解决单个条件 x ∈ Un；现在
把可数多个条件分别放入乘积坐标。对角映射 a 7→ (a, a, . . .) 把 A 嵌入

∏
n Un，其像恰

是所有坐标相等的点集。原空间 Hausdorff，所以任意两个坐标相等是闭条件，所有这
些条件的交仍闭。每个 Un 拓扑完备，故乘积及其闭对角子空间拓扑完备。
反过来，设 d 是整体空间的相容度量，ρ 是 A 上的相容完备度量。我们要用整体空

间中的开集逐步逼近 A，并保证任何留下来的点都能由一个 ρ-Cauchy 序列逼近。由于
两个度量在 A 上给出相同拓扑，对每个 a ∈ A 可选 0 < δ(a, n) < 1/n，使

b ∈ A, d(a, b) < δ(a, n) =⇒ ρ(a, b) < 1/n.

注意半径可以随 a 改变，我们没有假定两个度量一致等价。令

Un =
⋃
a∈A

Bd(a, δ(a, n)/2).

每个 Un 都开，且 A ⊆
⋂

n Un。若 y 属于右侧交集，则可选 an 使 d(y, an) < δ(an, n)/2。
于是 an → y 关于 d 成立，且

d(an, am) <
1
2
δ(an, n) +

1
2
δ(am,m) ≤ max{δ(an, n), δ(am,m)}.

选较大半径所对应的中心来使用前面的蕴涵：若 δ(an, n) ≥ δ(am,m)，则 ρ(an, am) < 1/n；
反之得到小于 1/m。所以总有 ρ(an, am) < max{1/n, 1/m}。这也说明为何刚才把开球半
径取为 δ(a, n)/2。因此 (an) 是 ρ-Cauchy 序列，在 A 中收敛。由于两个度量在 A 上给
出相同拓扑，其 d-极限也必为同一点，故 y ∈ A。

9.5.1 紧化中的完备性

Čech 完备性的定义使用某个紧化，但这一性质与紧化的具体选择无关。

引理 9.5.3 (Čech完备性与紧化选择无关). 对 Tychonoff空间 X，下列条件等价：X
是 Čech 完备的；X 是 βX 中的 Gδ 集；X 在每个 Hausdorff 紧化中都是 Gδ 集；只
要 X 是某个 Tychonoff 空间的稠密子空间，它在其中就是 Gδ 集。

证明. 先设 X 是紧 Hausdorff 空间 K 中的 Gδ 集。将 K 换为 X，这个表示仍成立，且
K 成为 X 的紧化。以下把嵌入像与 X 本身等同。比较映射不会把余部中的点送回 X，
这是引理 9.4.2 的第二个结论；它保证我们可以准确追踪整个余部，而不只是某个包含
关系。由引理 9.4.2，泛映射 q : βX → K 满足 q−1(X) = X，取原像即得第二个条件。
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若 βX \X =
⋃

n Fn，其中 Fn 闭，而 Y 是任一紧化，则泛满射 q 仍将余部与 X 分开。
所以 Y \X =

⋃
n q(Fn)；每个 q(Fn) 都是紧闭集，故这是 Fσ 集。若 X 在 Tychonoff 空

间 Y 中稠密，则它也在 βY 中稠密；将其在后者中的 Gδ 表示与 Y 相交，即得第四个
条件。将第四个条件用于 βX，又得反向蕴涵。

下面将这一紧化性质与完备度量联系起来。

定理 9.5.4 (Čech完备性定理). 一个空间拓扑完备，当且仅当它可度量化且 Čech完
备。

证明. 先设 (X, d) 完备。可度量化空间为 Tychonoff 空间，因此可将 X 看作 βX 的
稠密子空间。我们想在紧化中用“越来越小的原空间邻域”筛掉全部余部点。对每个
x ∈ X,n ≥ 1，选开集 Ux,n ⊆ βX 使 Ux,n ∩X = Bd(x, 1/n)。我们断言 X =

⋂
n

⋃
x Ux,n。

显然 X 包含于右端。若 z 位于右端，取它在 βX 中的全部邻域与 X 的迹；稠密性保证这
些迹非空，且它们生成一个滤子 F。对每个 n，z 位于某个 Ux,n 中，故 F 包含 Bd(x, 1/n)

这样一个直径至多 2/n 的成员。我们称具有任意小直径成员的滤子为 Cauchy 滤子。
为什么完备度量空间中的 Cauchy 滤子收敛？选直径趋于零的滤子成员，并逐次取

有限交，得到递减的非空集 An，其中 diamAn → 0。取 an ∈ An；递减性使充分靠后
的 an, am 同属一个很小的 AN，所以 (an) 是 Cauchy 序列，有极限 a ∈ X。又因 An 的
直径趋零且其中有 an → a，每个 a 的球都包含某个 An。故该球属于 F，即 F → a。
因此迹滤子 F 收敛于 a ∈ X；由包含映射连续，它在 βX 中的像也收敛于 a。另一方
面，迹滤子的定义保证这个像包含 z 的全部邻域，所以它也收敛于 z。由 Hausdorff 性
得 z = a ∈ X。这就证明了 X 的 Čech 完备性。反之，对可度量化的 Čech 完备空间 X，
任取相容度量并作度量完备化。它是该完备化的稠密子空间，且由引理 9.5.3，在其中为
Gδ 集。定理 9.5.2 因而给出 X 上的相容完备度量。

在度量证明中，Baire 性来自逐步缩小的闭球与完备性；在紧 Hausdorff 证明中，则
来自递减闭集族与紧性。现在 X 位于紧空间中，又由可数个开条件刻画，我们可以在
每一步既缩小邻域，又满足一个新的开条件，从而把两种证明合到一起。

命题 9.5.5 (Čech 完备空间的 Baire 性). 每个 Čech 完备空间都是 Baire 空间。

证明. 在紧 Hausdorff 空间 K 中写成 X =
⋂

n Wn，并将 K 换为 X，使 X 稠密。设 Gn

在 X 中开且稠密，写成 Gn = X ∩ Hn，其中 Hn 在 K 中开。任取 X 的非空开子集
X ∩ V0。第 n 步要同时做到两件事：落入待证明稠密的 Gn，并满足定义 X 的第 n 个
条件 Wn。因此递归选择 K 中的非空开集 Vn，使 Vn ∩X 6= ∅ 且

Vn ⊆ Vn−1 ∩Hn ∩Wn.

这可由 Gn 在 X 中的稠密性和 K 的正则性保证。由紧性，
⋂

n Vn 中有一点；它属于
V0 ∩X ∩

⋂
n Gn。因此每个这样的非空开子集都与 Gn 的交相交，Baire 性得证。
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9.5.2 拓扑性质的比较

下面将前面反复比较的性质放在同一张表中。+ 表示该性质总被保持，− 表示一般未必
保持；它不表示每个具体例子都会失去该性质。“连续像”三列均要求映射连续且满，后
两列分别再要求映射为开映射或闭映射。“子空间”三列分别指任意子空间、开子空间和
闭子空间；最后三列分别指有限、可数和任意乘积。局部紧沿用定义 9.4.1 的紧邻域基
约定，分离公理沿用前文约定。涉及连通、道路连通时，空间及所讨论的子空间按前文
约定取非空，乘积的因子也取非空；有限乘积允许零个因子，此时结果为单点空间。表
中记录的是一般情况；加入额外条件，例如某些紧性与局部紧性的论证中的 Hausdorff
条件，可能改变结论。查表时仍须回到相应定理，确认实际使用的假设。

连续像 子空间 乘积

性质 连续 开 闭 任意 开 闭 有限 可数 任意

T0 − − − + + + + + +

T1 − − + + + + + + +

T2 − − − + + + + + +

T3 − − − + + + + + +

Tychonoff − − − + + + + + +

T4 − − + − − + − − −
第一可数 − + − + + + + + −
第二可数 − + − + + + + + −
可分 + + + − + − + + −
紧 + + + − − + + + +

局部紧 − + − − + + + − −
可数紧 + + + − − + − − −
序列紧 + + + − − + + + −
连通 + + + − − − + + +

局部连通 − + + − + − + − −
道路连通 + + + − − − + + +

可度量化 − − − + + + + + −
拓扑完备 − − − − + + + + −
Baire − + − − + − − − −

表 9.1: 拓扑性质的保持性。
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第十章

函数空间
到目前为止，我们一直把连续函数当作研究空间的工具。现在把函数本身作为点，问一
族函数怎样才算接近、怎样才算连续变化。逐点收敛只逐个观察定义域中的点，一致收
敛则同时控制所有点；紧子集给出了介于两者之间的自然尺度。我们先用它研究实函数
的逼近，再把定义推广到一般值域，最终回到一个具体问题：二元连续映射 h(z, x) 何
时等价于连续地依赖参数 z 的函数族？

10.1 紧收敛拓扑与 Stone–Weierstrass 定理
先考虑 [0, 1] 上的函数列 fn(x) = xn。对每个固定的 x < 1，它趋于 0；在 x = 1 处却
始终等于 1。逐点看，每个位置都有极限；把这些极限合成一个函数，却失去了连续性。
问题在于，靠近 1 的变化越来越集中，单独固定一个点看不到这种现象。若要求在整
个定义域上一致接近，就能控制这一问题，但在非紧空间上这个要求又常常太强。例如
fn(x) = x/n 在每个有界区间上一致趋于 0，在整个 R 上却不一致收敛。于是我们考虑
折中的要求：在每个紧子集上分别一致接近。用 RX 表示 X 上全体实函数组成的集合，
用 C(X) 表示其中的连续函数。对 A ⊆ X、r > 0 及 f ∈ RX，令

BA(f, r) = {g ∈ RX : sup
x∈A
|f(x)− g(x)| < r}, B∗

A(f, r) = BA(f, r) ∩ C(X).

当 A = ∅ 时，约定上确界为 0。

定义 10.1.1 (逐点、一致与紧收敛拓扑). RX 上的逐点收敛拓扑就是乘积拓扑。一致
收敛拓扑以 BX(f, r) 为基。紧收敛拓扑以 BK(f, r) 为基，其中 K 为紧集。C(X) 上
的同名拓扑分别指相应的子空间拓扑。

这些“球”未必来自一个处处有限的距离：对任意实函数，supX |f − g| 可能为无穷
大，但小于给定 r 的条件仍然有意义。为检验紧收敛球构成拓扑基，设 h ∈ BK1(f, r) ∩
BK2(g, s)。两条不等式都有正的余量，取 ε 小于这两个余量，由三角不等式便有

BK1∪K2(h, ε) ⊆ BK1(f, r) ∩BK2(g, s).

有限个紧集的并仍紧，故这样的球足以处理有限交。一致收敛球的验证相同。由定义还
可直接比较三种拓扑：

逐点收敛拓扑 ⊆ 紧收敛拓扑 ⊆ 一致收敛拓扑.

第一个包含关系利用单点集的紧性，第二个利用 BX(f, r) ⊆ BK(f, r)。若 X 紧，则后
两个拓扑相同。因此，网依紧收敛拓扑收敛，当且仅当它在每个紧子集上一致收敛。开
头的 xn 说明逐点收敛不保持连续性。一致收敛则保持连续性：若连续函数网 fd 一致趋
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于 f，固定 x 与 ε > 0，先选一个指标使 supX |f − fd| < ε/3，再利用这个 fd 在 x 处连
续。对充分接近 x 的 y，

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fd(y)|+ |fd(y)− fd(x)|+ |fd(x)− f(x)| < ε.

紧收敛只在各个紧集上给出这种估计，因此还要问：在每个紧子集上连续，是否足以推
出在整个空间连续？
把这个要求先用于开集，就得到下面的定义。

定义 10.1.2 (紧生成空间与 k-空间). 若只要 U ⊆ X 与每个紧集 K ⊆ X 的交 U ∩K
在 K 中开，就能推出它在 X 中开，则称该空间是紧生成的。本笔记称紧生成的
Hausdorff 空间为 k-空间。

这个定义把开性的检验交给紧子集。在局部紧空间中，它确实足够：若 U ∩K 对每
个紧集 K 都相对开，固定 x ∈ U，取 x 的紧邻域 K。可写 U ∩K = O ∩K，其中 O 在
母空间中开；于是 O ∩ intK 是包含 x 且包含于 U 的开集。所以局部紧空间紧生成。第
一可数空间也紧生成，但它采用的是另一种紧集：由收敛序列与极限组成的集合。具体
地，取补集 F = X \U。若 xn ∈ F 收敛于 x，则 K = {x} ∪ {xn : n ≥ 1} 紧。假设保证
F ∩K 在 K 中闭，而 (xn) 全在其中，故 x ∈ F ∩K。这说明 F 序列闭；第一可数性使
序列闭集就是闭集，因而 U 开。由紧生成空间出发的映射连续，当且仅当它在每个紧子
集上的限制连续；将定义用于开集的原像即可。现在回到函数极限。若 X 紧生成，连
续函数网按紧收敛拓扑趋于 f，则在每个紧子集 K 上，f |K 都是连续函数的一致极限，
故连续。紧生成性再把这些局部检验合在一起，给出 f 连续。因此 C(X) 在赋予紧收敛
拓扑的 RX 中闭。在实区间中，每个紧子集都包含在该区间内某个紧子区间中，所以只
检验紧子区间即可。这就回到了分析中熟悉的局部一致极限定理。

10.1.1 从代数结构到一致逼近

多项式为什么有可能逼近任意连续函数？我们先不使用它的具体幂次形式，只观察能够
进行的操作：常数可调整高度，加法与数乘可作线性组合，乘法允许进一步组合，而函
数 x 能区分区间中的不同点。Stone–Weierstrass 定理说明，这些条件已足够。证明不直
接猜一列逼近多项式，而是先解决两点插值，再设法把许多局部控制拼成对一个紧集的
统一控制。

定理 10.1.3 (Stone–Weierstrass). 设 P ⊆ C(X) 包含所有常值函数，对加法与乘法
封闭，并能分离 X 中的任意两个不同点。则 P 在赋予紧收敛拓扑的 C(X) 中稠密。
特别地，若 X 紧，则每个连续实函数都是 P 中函数的一致极限。

两点插值容易用线性组合做到，难处在于一个插值函数可能在别处偏离目标很远。若
能取最小值，就能保留多个函数各自较小的一段；若能取最大值，又能把各处足够大的
部分合起来。我们因此先证明：虽然原代数未必对最大、最小值封闭，其闭包却有这一
性质。由 max(f, g) = (f + g + |f − g|)/2，问题归结为能否逼近绝对值；再由 |t| =

√
t2，

只须先构造平方根的多项式逼近。下面的递推式从下方逐步修正误差，不预先使用待证
的逼近定理。
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引理 10.1.4 (平方根函数的多项式逼近). 多项式 p0(t) = 0及 pn+1(t) = pn(t)+
1
2
(t−

pn(t)
2) 在 [0, 1] 上一致收敛于

√
t。

证明. 若当前 pn(t) 位于 0 与
√
t 之间，差值 t− pn(t)

2 非负，加入它的一半可以把近似
值向上推。还要确保这一步不会越过

√
t。事实上，

√
t− pn+1(t) = (

√
t− pn(t))

(
1− 1

2
(
√
t+ pn(t))

)
≥ 0.

右侧第二个因子在 [0, 1] 上非负，因而从 p0 = 0 出发，归纳得到 0 ≤ pn(t) ≤
√
t。递推

增量非负，所以 pn(t) 递增，有逐点极限 l(t)。在递推式中取极限得到 l = l+ (t− l2)/2，
结合非负性即有 l =

√
t。对 ε > 0，开集 {t :

√
t− pn(t) < ε} 递增并覆盖 [0, 1]。由紧性，

其中某一个就等于整个区间，故为一致收敛。这正是 Dini 定理的一个特例；同一论证
适用于紧空间上以连续函数为极限的任意单调连续函数列。

在赋予紧收敛拓扑的 C(X) 中令 A = P。加法和乘法在此拓扑下连续：对固定的紧
集 K，有

‖fg − uv‖K ≤ ‖f‖K‖g − v‖K + ‖v‖K‖f − u‖K , ‖h‖K = sup
K
|h|.

当逼近函数足够接近 g 时，‖v‖K 有界。因此 A 仍是包含常数且分离点的代数。固定
f ∈ A。要证明 |f | ∈ A，只须对每个紧集 K 和误差要求找到 A 中的一个近似。取
M > 0 使 |f | ≤M 在 K 上成立，则

Mpn
(
(f/M)2

)
−→ |f | 在K 上一致成立.

左侧是 f 的多项式，属于 A。因此 |f | 的每个紧收敛邻域都与闭集 A 相交，故 |f | ∈ A。
这里的 M 和 n 可以随 K 改变，并未声称在整个 X 上一致逼近。再由恒等式

max(f, g) = 1
2
(f + g + |f − g|), min(f, g) = 1

2
(f + g − |f − g|)

可知 A 对取有限个函数的最大值与最小值封闭。

定理 10.1.3 的证明. 固定 f ∈ C(X)、紧集 K 及 ε > 0。若 K = ∅，无需逼近；以下设它
非空。我们将先得到处处不太高的函数，再把它们合成处处不太低的函数。对 a, b ∈ K，
先找 ha,b ∈ A，使它在这两点与 f 一致。若 a 6= b，先取 u ∈ P 使 u(a) 6= u(b)，再令

ha,b = f(a) +
f(b)− f(a)

u(b)− u(a)
(u− u(a));

若 a = b，则使用常值函数 f(a)。固定 b，让 a 变化。因为 ha,b(a) = f(a)，开集 {x :

ha,b(x) < f(x) + ε/2} 包含 a，这些开集覆盖 K。取有限子覆盖，将对应的 ha,b 取逐点
最小值得到 gb。这样在 K 的每一点，至少有一项小于 f + ε/2，所以 gb < f + ε/2。同
时所有这些函数在 b 处都等于 f(b)，故 gb(b) = f(b)。第一次有限拼合保持了一个精确
插值点，同时控制住整个 K 上的上界。
现在让 b变化。由连续性和 gb(b) = f(b)，开集 {x : gb(x) > f(x)−ε/2}覆盖 K。再取

有限子覆盖，并将相应 gb 取逐点最大值得到 g ∈ A。这次每一点至少有一项高于下界，
而全部项都仍低于刚才的上界。则在 K 上有 |f − g| < ε/2，因而 ‖f − g‖K ≤ ε/2 < ε。
故 A 在 C(X) 中稠密。由于它又是闭集，必等于 C(X)，从而 P 稠密。
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在 [a, b] 上，实多项式代数包含常数并能分离点，故每个连续函数均可由多项式一致
逼近。这就是经典的 Weierstrass 逼近定理。

10.2 紧开拓扑

实函数的紧收敛用到了数值之差。若值域只是一般拓扑空间 Y，我们还能表达怎样的接
近要求？先固定一块紧集 K ⊆ X，以及包含 f(K) 的开集 U ⊆ Y；要求附近的函数也
把 K 送入 U，便不再需要距离。用 [X,Y ] 表示连续映射 X → Y 全体所成的集合。以
下拓扑定义允许空空间；涉及用常值函数嵌入 Y，以及由此得到的分离性等价时，明确
假定 X 6= ∅，并按本节通常情形取 Y 6= ∅。

定义 10.2.1 (紧开拓扑与点开拓扑). 对紧集 K ⊆ X 及开集 U ⊆ Y，令 S(K,U) =

{f ∈ [X,Y ] : f(K) ⊆ U}。这些集合组成 [X,Y ] 上紧开拓扑的子基。若只使用
K = {x}，则所得拓扑称为点开拓扑。

点开拓扑就是从 Y X 继承的子空间拓扑，因此其中网的收敛就是逐点收敛。它粗于
紧开拓扑。先看看函数空间是否还保留着值域本身。设 X 6= ∅，令 j(y) 为常值函数
x 7→ y。对非空 K，有 j−1S(K,U) = U；对空 K 则为整个 Y，因此 j 连续。固定 x0 ∈ X，
计值映射 ex0(f) = f(x0) 对点开、紧开拓扑都连续，且 ex0j = idY。所以 j 是嵌入。若
Y Hausdorff，常值函数组成的子集还闭：它是所有条件 f(x) = f(x′) 的交，而每个条件
都是由连续计值映射拉回 Y × Y 中的闭对角线。
对实值连续函数，新的定义恰好给出紧收敛拓扑。

定理 10.2.2 (实函数上的紧开拓扑与紧收敛一致). C(X) = [X,R] 上的紧开拓扑与
紧收敛拓扑相同。

证明. 设 f(K) ⊆ U，其中 K 紧而 U ⊆ R 开。由 f(K) 紧，存在 ε > 0，使其 ε-邻域包
含于 U，故 B∗

K(f, ε) ⊆ S(K,U)。反过来，要用有限多个紧开条件保证 g 在 K 上与 f

一致接近。办法是把 K 划到有限块中，使 f 在每一块上变化很小，再限制 g 也靠近该
块的一个参考值。若 K = ∅，对应邻域就是整个函数空间。否则选 x1, . . . , xm ∈ K，使
开集 {x ∈ K : |f(x)− f(xi)| < ε/4} 覆盖 K，并令

Ki = {x ∈ K : |f(x)− f(xi)| ≤ ε/4}, Ui = (f(xi)− ε/2, f(xi) + ε/2).

各 Ki 是紧集 K 的闭子集，故紧；它们覆盖 K，且 f ∈
⋂

i S(Ki, Ui)。采用闭的 Ki 是
为了得到真正的紧开子基元，采用稍大的 Ui 则为扰动后的函数留出余量。此交集中的
每个 g 在 K 上都满足 |g(x)− f(x)| < 3ε/4，所以交集包含于 B∗

K(f, ε)。这两方面的邻
域比较说明两个拓扑相同。

10.2.1 将开集看作函数

为了进一步比较函数空间拓扑，我们先选择最简单、却仍能读出开集的值域。设 2 为
Sierpiński 空间，其开集为 ∅, {1}, {0, 1}。一个映射 f : X → 2 是否连续，只须检查
f−1(1) 是否开。因此，X 的每个开集 U 恰好对应一个连续特征函数 1U。注意若值域取
两点离散空间，就需要 U 同时开闭；这里特意只让 {1} 开。因此可以将 [X, 2] 与 O(X)
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等同。在此对应下，令

V(K) = {U ∈ O(X) : K ⊆ U}.

集合族 V({x})生成点开拓扑 δ(O(X))；当K 遍历紧集时，V(K)生成紧开拓扑 γ(O(X))。
这时，紧开条件 1U(K) ⊆ {1} 就变成了 K ⊆ U。可见函数空间的邻域可以先表达成

开集族中的条件。对一般值域也可以这样做：先看一个函数对 Y 中开集的逆像，再要
求这个逆像属于指定的开集族。对集合族 H ⊆ O(X) 及 U ∈ O(Y )，记

N(H, U) = {f ∈ [X,Y ] : f−1(U) ∈ H}.

命题 10.2.3 (由开集空间生成函数空间拓扑). 当 H 在 δ(O(X)) 中开时，集合
N(H, U) 生成 [X,Y ] 上的点开拓扑。若改为使用 γ(O(X)) 中的开集，则生成紧
开拓扑。

证明. 先看紧开拓扑。由 N(V(K), U) = S(K,U) 得到一个方向的包含。反之，设
f−1(U) ∈ H，且 H 在 γ(O(X)) 中开。取紧集 K1, . . . , Km，使 f−1(U) ∈

⋂
i V(Ki) ⊆ H，

则 f ∈ S(
⋃

i Ki, U) ⊆ N(H, U)。点开拓扑的证明相同，只需将紧集换为有限集。

10.2.2 函数空间的分离性

若两个函数不同，一定能在某个点处看到不同值，所以分离点的公理可以逐点从值域搬
过来。正则性和完全正则性还要分离函数与一个邻域的补集，此时邻域限制的是整个紧
集 K，需要把 f(K) 上逐点的分离合成一次分离。

命题 10.2.4 (紧开函数空间的分离性质). 设 X,Y 非空。赋予紧开拓扑的 [X,Y ] 满
足 Ti（i = 0, 1, 2），当且仅当 Y 满足相应公理。它正则当且仅当 Y 正则，完全正则
当且仅当 Y 完全正则。

证明. 必要性来自常值函数给出的嵌入，以及这些性质对子空间的遗传性。对 Ti 的充
分性，在两个函数取值不同的一点，利用相应的计值映射分离它们即可。对正则性，先
处理一个子基本邻域 f ∈ S(K,U)。对 f(K) 的每一点，由 Y 的正则性取闭包包含于 U

的开邻域，再由紧性选有限多个，令 V 为其并。有限并的闭包等于闭包的并，所以

f(K) ⊆ V ⊆ V ⊆ U.

集合 M(K,V ) =
⋂

x∈K{g : g(x) ∈ V } 是包含 S(K,V ) 的闭集，因此 f ∈ S(K,V ) ⊆
S(K,V ) ⊆ S(K,U)。再取有限交，便可处理任意基本邻域。
对完全正则性，我们最终需要的是函数空间上的一个连续实函数。先在值域中构造

k : Y → [0, 1]，使其在整个 f(K) 上等于 0，在 U 外等于 1；随后对 k ◦ g 在 K 上取上
确界，就能同时检查 g(K) 的全部点。若 K = ∅，S(K,U) 是全空间，直接使用常零函
数；以下设 K 非空。为此，对 f(K) 中每一点取分离函数 ky，使其在该点为零，在 U

外为一。有限个集合 {ky < 1/2} 覆盖 f(K)。把每个相应的 ky 改成 max(0, 2ky − 1) 后，
它在这块邻域上恒为零，在 U 外仍为一。再取有限个这样的函数的最小值：f(K) 中每
一点至少被一项压到零，而 U 外所有项均为一，所得函数正是 k。在紧开拓扑下，前后
复合连续映射仍诱导连续映射：

[g, h] : [X,Y ]→ [X ′, Y ′], u 7→ hug, [g, h]−1S(K,U) = S(g(K), h−1(U)).
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此外，supK : [X, [0, 1]] → [0, 1] 连续。对 0 < a ≤ 1，[0, a) 的原像为 S(K, [0, a))：函数
把 K 送进 [0, a)，再由紧性取到最大值，才可推出这个最大值严格小于 a。对 0 ≤ a < 1，
(a, 1] 的原像是

⋃
x∈K S({x}, (a, 1])，因为上确界大于 a 等价于某一点的取值大于 a。空

集情形约定 sup∅ = 0。因此映射

F : [X,Y ]
[idX ,k]−−−−→ [X, [0, 1]]

supK−−−→ [0, 1]

连续，满足 F (f) = 0。若 g /∈ S(K,U)，则存在 x ∈ K 使 g(x) /∈ U，于是 k(g(x)) = 1，
故 F (g) = 1。这就把“某一点离开 U”转成了一个实函数取值为 1 的条件。对有限个子
基本邻域的交，只须取相应有限个函数的最大值。这就证明了完全正则性。

10.3 Isbell 拓扑与可指数化空间
设 h : Z ×X → Y。固定参数 z 后，得到一个函数 h(z,−) : X → Y；把参数再次放开，
就得到“以函数为值”的映射 z 7→ h(z,−)。例如令参数 z 在 [0, 1] 中变化，就可以把 h

看成从函数 h(0,−) 到 h(1,−) 的一个连续变形；我们希望它成为函数空间中的一条道
路。这在集合层面只是把两个输入分两次写：

h←→ ĥ, ĥ(z)(x) = h(z, x).

但把公式重写，并不自动保留连续性。联合连续的 h 是否给出连续的 ĥ，取决于函数空
间的开集有多少；反过来，ĥ 连续是否足以控制 z, x 同时变化，也需要检查。我们希望
选择一个拓扑，使这两个方向同时成立。将它们先分开命名，可以看清拓扑太细或太粗
分别影响哪一步。

定义 10.3.1 (分裂、联合与可指数化). 固定 X,Y 及 [X,Y ] 上的一个拓扑。若对每
个参数空间 Z，连续映射 h : Z ×X → Y 总给出连续的 ĥ : Z → [X,Y ]，则称它为
分裂拓扑。若对每个 Z，ĥ : Z → [X,Y ] 连续总能推出 h(z, x) = ĥ(z)(x) 连续，则称
它为联合拓扑。若上述两个条件对每个空间 Z 都成立，则称该拓扑为满意拓扑。若
对每个 Y，[X,Y ] 上都存在满意拓扑，则称空间 X 可指数化。

这里，从 ĥ : Z → [X,Y ] 出发时，它的每个值已经是 X 上的连续函数；真正需要判
断的是关于 (z, x) 的联合连续性。检验联合性似乎要遍历所有参数空间，其实只须检查
一个统一的操作：计值映射

ev : [X,Y ]×X −→ Y, ev(f, x) = f(x).

若拓扑联合，取 Z = [X,Y ] 与连续映射 ĥ = id[X,Y ]，其对应的二元映射就是 ev，故 ev
连续。反过来，任意 h 都按下图分解：先由参数选出函数，再在点 x 处计值，所以 ev
连续便足以给出联合性。

Z ×X [X,Y ]×X

Y.

ĥ×idX

h
ev (10.3.1)

把函数空间拓扑变粗，映入它的连续性要求变少，因此仍保持分裂性；把拓扑变细，从
它出发的计值映射更容易连续，因此仍保持联合性。还有一个更强的比较：任意分裂拓
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扑 τs 都粗于任意联合拓扑 τc。事实上，用 τc 的联合性得到连续计值映射，再用 τs 的分
裂性取指数伴随，所得恰是

id : ([X,Y ], τc) −→ ([X,Y ], τs).

恒等映射沿这个方向连续，就意味着 τs ⊆ τc。所以满意拓扑若存在，只能有一个；我们
的任务是找到这个同时满足两个要求的拓扑，并判断何时能找到。

10.3.1 Scott 拓扑与 Isbell 拓扑

命题 10.2.3 已经把函数空间的邻域写成了 f−1(U) 所属的开集族条件。因此可以先解决
O(X) 上应该取什么拓扑，再通过逆像把它传到各个 [X,Y ]。分裂性将要求一个有限化
步骤：联合连续性给出许多矩形邻域，只有选出有限多个，才能把参数方向的邻域取交
后仍保持开。我们因而希望开集族的条件一旦对某个大并成立，就已对其中的某个有限
子并成立。Scott 拓扑正是把这种要求与向上封闭性结合起来。

定义 10.3.2 (Scott 拓扑). 设 P 为偏序集。若子集 H 向上封闭，且对每个存在上确
界的非空定向子集 D，由 supD ∈ H 总能推出 D ∩ H 6= ∅，则称它为 Scott 开集。
全体这样的集合记为 σ(P )。

也可以只用非空定向下集来检验这个条件。若从一个定向集出发，将它换成向下闭
包，上确界不变；若向下闭包中的某点属于向上封闭的 H，原定向集中位于它上方的一
点也属于 H，所以两种表述等价。Scott 开集的任意并显然仍满足条件。对有限交，若
supD 同时属于两个 Scott 开集，分别找到 D 中的两个见证元，再用定向性取共同上
界，便得到属于交集的一个见证元。因此 σ(P ) 确实是拓扑。在有序集 {0 < 1} 上，它
就是 Sierpiński 拓扑。
在 O(X) 中，上确界就是并，所以可以把定向性换成更容易直接使用的有限子并判

别法：若一族开集的并属于 H，则其中某个有限子并也属于 H。只须把所有有限子并
（包括空并）组成定向族，再应用定义；反过来，定向族中的有限多个成员又有共同上界。
上一章的 � 也由有限开覆盖定义，因而我们预期它能够描述 Scott 邻域。对 C ⊆ X，
记

⇑C = {U ∈ O(X) : C � U}.

这里要求的不只是包含 C，还要求 C 相对于 U 有有限覆盖性质。

引理 10.3.3 (核紧空间的 Scott 拓扑基). 若 X 核紧，则每个 ⇑C 都是 Scott 开集，
且 {⇑V : V ∈ O(X)} 是 σ(O(X)) 的一个基。对任意 X，有 γ(O(X)) ⊆ σ(O(X))；
若 X 局部紧，则等号成立。

证明. 先验证 ⇑C 是 Scott 开集。向上封闭性来自 � 的单调性。若 C �
⋃
D，其中 D

为非空定向开集族，不能只找到一个包含 C 的成员，因为目标是 C � U。插值性质恰
好补足这一步：先取

C � W �
⋃

D.

再由右边的 � 找 U ∈ D 包含 W，于是由左边的 � 得到 C � U。接着设 U ∈ H，其
中 H Scott 开。核紧性说明 U 中的每一点都属于某个 V � U；有限并规则说明这些开
集 V 组成定向族。因此它们的并为 U，Scott 开性给出其中某个 V ∈ H。若 V � W，
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必有 V ⊆ W，由 H 向上封闭得 W ∈ H。所以 U ∈ ⇑V ⊆ H，证明了基的断言。对任
意紧集 K，V(K) 是 Scott 开集：由紧性，K 的定向开覆盖中必有一个成员覆盖整个紧
集。因此 γ ⊆ σ。在局部紧空间中，我们还能把 V � U 变成真正的紧集条件。对每个
x ∈ U，取包含于 U 的紧邻域 Kx；它们的内部覆盖 U。由 V � U，有限多个这样的内
部覆盖 V，故对应紧邻域的并 K 满足 V ⊆ K ⊆ U。若开集 W 包含 K，则 V ⊆ K ⊆ W

给出 V � W，所以

U ∈ V(K) ⊆ ⇑V.

每个 Scott 基本邻域都可这样缩小到紧开邻域，于是 σ ⊆ γ，两种拓扑相同。

现在可以定义回答上述连续性问题的拓扑了。

定义 10.3.4 (Isbell 拓扑). [X,Y ] 上的 Isbell 拓扑以集合 N(H, U) = {f : f−1(U) ∈
H} 为子基，其中 H ∈ σ(O(X))，U ∈ O(Y )。

由引理 10.3.3 和命题 10.2.3，它细于紧开拓扑；当 X 局部紧时，二者相同。
现在来检验最初的两个连续性要求。分裂方向只需 Scott 开集的有限子并判别；联

合方向要在 x 周围找到一个开集，使函数在这个开集上同时受到控制，这一步才会用到
核紧性。

定理 10.3.5 (指数伴随保持连续性). Isbell 拓扑总是分裂拓扑。若 X 核紧，则它也
是联合拓扑，因而对每个 Y，它都是 [X,Y ] 上唯一的满意拓扑。

证明. 先设 h : Z ×X → Y 连续，且 ĥ(z) ∈ N(H, U)。这就是说 ĥ(z)−1(U) ∈ H；我们
要找 z 的一个邻域，使附近参数对应的逆像仍在 H 中。对每个 x ∈ ĥ(z)−1(U)，由联合
连续性取开邻域 Vx 3 z、Wx 3 x，使 h(Vx ×Wx) ⊆ U。这些 Wx 的并就是 ĥ(z)−1(U)，
因而属于 H。如果把所有 Vx 取交，交未必开；Scott 条件正好允许先选有限个 Wx，使
其并 W 已经属于 H。只取对应有限个 Vx 的交 V，就仍是 z 的开邻域。若使用的是空
子族，则 ∅ ∈ H，向上封闭性使 N(H, U) 为整个函数空间，此时直接取 V = Z。对
v ∈ V，有 W ⊆ ĥ(v)−1(U)，故 ĥ(v) ∈ N(H, U)，这就证明了分裂性。
再设 X 核紧。为证联合性，只须证计值映射连续。给定 f(x) ∈ U，取开集 V 使

x ∈ V � f−1(U)。由引理 10.3.3，N(⇑V, U) 是 f 的开邻域。其中每个 g 都满足 V �
g−1(U)，特别地 V ⊆ g−1(U)。所以当函数在这个邻域中变化、点在 V 中变化时，所有
g(y) 都仍位于 U。即

ev
(
N(⇑V, U)× V

)
⊆ U,

这给出了计值映射的连续性。

特别地，当 X 局部紧时，熟悉的紧开拓扑满足指数律

[Z ×X,Y ] ∼= [Z, [X,Y ]]

这里的 ∼= 表示两类连续映射之间的自然一一对应：h 与 ĥ 的连续性等价。我们此处只
作集合层面的断言，并未再给上式两端赋予函数空间拓扑，也没有额外声称它们是某种
拓扑下的同胚。
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10.3.2 核紧性为何必要

我们已经知道核紧性足够。若只假定满意拓扑存在，为什么定义域一定核紧？由于开集
就是 Sierpiński 值连续函数，最关键的计值条件变成了“x 属于 U”。令

E = {(U, x) ∈ O(X)×X : x ∈ U}.

若这个关系是开集，就能在每个 (U, x) 周围找到一个矩形 H× V，使其中每个开集都包
含整个 V。这正是从单个包含关系提取一个稳定的小邻域的过程。

引理 10.3.6 (核紧性与开集归属关系). 空间 X 核紧，当且仅当开集归属关系 E 在
乘积空间 (O(X), σ(O(X)))×X 中是开集。

证明. 若 x ∈ V � U，则矩形 (⇑V )×V 是 E 内包含 (U, x)的开邻域。反之，在 E 内选
取 (U, x)的矩形邻域 H×V，其中 H是 Scott开集。于是对每个 W ∈ H，都有 V ⊆ W。
若一个定向开集族覆盖 U，则其并属于 H，所以某个成员属于 H，因而包含 V。这就
是说 V � U，故空间核紧。

只知道某个满意拓扑存在，还不能直接把它认作 O(X) 上的 Scott 拓扑。我们改用
商映射作为中介：如果连续性可以通过函数空间来检验，就可以先沿商映射下降参数，
再回到二元映射，这将保证乘积保持商映射。反过来，我们会把 Scott 拓扑写成一族较
容易处理的拓扑的共同终拓扑。在每个较细拓扑下，E 的开性都能直接验证；利用乘积
保持商映射，便可以把这些开性下降到 Scott 拓扑。这样就避免了在尚未知道核紧时直
接假定 E 开。

定理 10.3.7 (可指数化空间的刻画). 对任意空间 X，下列条件等价：X 核紧；X 可
指数化；对每个商映射 q : Y → Z，乘积映射 q× idX : Y ×X → Z ×X 都是商映射。

证明. 定理 10.3.5已证明第一个蕴涵。设 X 可指数化。要证明 q× idX 是商映射，我们用
出发映射的连续性判别：设 h : Z ×X → W 是集合映射，且 h(q× idX)连续，目标是证
明 h连续。因为 q满，对任意固定的 z 都可以取 y使 q(y) = z。于是 h(z,−) = h(q(y),−)
是一个连续切片，所以 ĥ 的值确实属于 [X,W ]。在 [X,W ] 上使用满意拓扑。上述复合
映射的指数伴随为 ĥq，所以它连续；由商映射的判别法，ĥ 连续；再由指数律，h 连续。
这里使用的映射组成如下两个交换方块：

Y ×X Z ×X

W W

q×idX

h(q×idX) h

Y Z

[X,W ] [X,W ].

q

ĥq ĥ (10.3.2)

取 W = 2 并使用 Z ×X 的子集的特征函数，就能由此映射判别法得到商拓扑的开集判
别法。
最后，假定与 X 取乘积保持所有商映射。我们要构造的商映射以 Scott 开集空间为

值域，因此先把它的开性条件拆开。Scott 开性要求对每个定向族都通过检验。先只固
定一个非空定向下集 D ⊆ O(X)，并在 O(X) 上赋予拓扑

τD = {H : H 向上封闭，且
⋃

D ∈ H ⇒ D ∩H 6= ∅}.
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这是一个拓扑：任意并的检验可在其中一个成员内完成，有限交则用 D 的定向性合并
各自的见证元。每个 Scott 开集都通过这个单独检验，而一个集合族若通过全部这样的
检验，便是 Scott 开集。因此

σ(O(X)) =
⋂
D

τD.

这族拓扑各自只负责一个定向族，故可以直接构造开矩形。归属关系 E是 (O(X), τD)×X
中的开集。固定 x ∈ U。若 U *

⋃
D，则向上集 ↑ U = {W : U ⊆ W} 不含

⋃
D，所以

τD 定义中的额外条件自动满足；于是 (↑ U)×U 就是包含于 E 的开矩形。若 U ⊆
⋃
D，

则因 x ∈ U，可找 W ∈ D 包含 x，令 V = U ∩W。此时 x ∈ V ⊆ U，且 W ∈ D∩ ↑ V，
所以 ↑ V 通过 τD 的检验，是开集。于是 (↑ V ) × V 是包含 (U, x) 且包含于 E 的开矩
形。两种情形合起来，证明 E 在每个 τD 对应的乘积中都开。
取所有 (O(X), τD)的拓扑和；其中的一个子集开，当且仅当它与每个分支的交都开。

令 p 在每个分支上都是恒等映射，即

p :
∐
D

(O(X), τD) −→ (O(X), σ(O(X))),

它满射，而且 p−1(H) 开，当且仅当 H 在每一个 τD 中开，也当且仅当 H 是 Scott 开
集，所以 p 是商映射。按假设，p × idX 也是商映射。拓扑和与固定空间取乘积后仍按
各分支分开，其定义域就是各个 (O(X), τD) ×X 的拓扑和。在每一分支上，E 的原像
已经证明为开，因此整个原像开。现在才使用商映射把这一开性降到目标空间：E 在
(O(X), σ(O(X)))×X 中开。由引理 10.3.6，X 核紧，最后一个蕴涵得证。

回到熟悉的 Hausdorff 情形，Hausdorff 空间都是 sober 的，因而定理 9.4.6 将核紧性
变成局部紧性。于是 Hausdorff 空间可指数化，当且仅当它局部紧，也当且仅当以它为
因子取乘积保持所有商映射。此时满意拓扑就是紧开拓扑。最初的问题因此有了具体答
案：当定义域局部紧且 Hausdorff 时，连续函数可以作为函数空间中的点，参数化的联
合连续性恰好由紧开拓扑来描述。
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常用条件与结论速查
下表将常用判定与构造条件集中列出，引用指向正文中的定义、定理或相应小节。各行
的附加假设只作用于该行。
一、闭包、连续性与映射构造

目标 判定或充分条件 条件与正文位置

判定 x ∈ A x 的每个邻域与 A 相交；等价于存在 A 中的网收
敛到 x。

任意拓扑空间。定
理 4.4.2。

判定 f : X → Y

连续
开集逆像开；等价于闭集逆像闭，也等价于保持所
有网的极限。

任意拓扑空间。定
理 4.2.2、4.4.2。

改用序列判定 闭包可用序列极限刻画；保持序列极限可判定映射
连续。

定义域第一可数时适
用；一般空间应使用
网。第 4.4 节。

证明是同胚 连续双射且为开映射或闭映射；特别地，从紧空间
到 Hausdorff 空间的连续双射是同胚。

紧性在定义域，
Hausdorff 性在陪域。
定理 5.2.4。

映入子空间 f : Z → A ⊆ X 连续，当且仅当包含映射
i : A ↪→ X 与它的复合 if 连续。

A 取子空间拓扑。命
题 4.2.3。

映入乘积 f : Z →
∏

iXi 连续，当且仅当每个坐标映射 pif

连续。
乘积取乘积拓扑。
第 6.2 节。

从商空间出发 若 q : X → Q 为商映射，则 g : Q→ Y 连续，当且
仅当 gq 连续。

若由 f : X → Y 定义
g，还需 f 在每条纤维
上常值。第 6.3 节。

证明是商映射 连续开满射或连续闭满射，都是商映射。 开性、闭性均只是充分
条件；满射不可省。命
题 6.3.2。

判定商空间
Hausdorff

对紧 Hausdorff 空间 X 的等价关系 E，X/E 为
Hausdorff 空间，当且仅当 E ⊆ X ×X 闭。

此时商空间也紧。定
理 6.3.5。
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二、紧性、分离性与可数性

目标 判定或可用结论 条件与正文位置

一般空间的紧性 开覆盖有有限子覆盖；具有有限交性质的闭集族有
非空交；每个网有收敛子网；每个超滤收敛。这些
条件等价。

不预设 Hausdorff 性。
定理 5.1.2、5.1.3、
9.1.4。

度量空间的紧性 紧 ⇐⇒ 序列紧 ⇐⇒ 完备且全有界。 全有界不能仅换成有
界。定理 3.3.3。

欧氏子集的紧性 K ⊆ RN 紧 ⇐⇒ K 有界且闭。 N 有限，取通常拓扑。
定理 5.1.4。

序列紧与紧 第二可数空间中，紧、序列紧与可数紧等价。一般
紧空间未必序列紧。

定理 5.1.5；反例 6.2.5。

紧性的保持 闭子空间、连续像与任意乘积保持紧性；Hausdorff
空间的紧子集闭。

任意乘积使用选择公
理。第 5.1、5.2 节及
定理 6.2.4。

Hausdorff 性 不同点有不交邻域 ⇐⇒ 每个网至多有一个极限。
紧 Hausdorff 性等价于每个超滤恰有一个极限。

命题 5.2.2、定理 9.1.4。

紧性与分离性配
合

紧 Hausdorff 空间正规且为 Baire 空间；其连续实
函数取得最值（空间非空时）。

定理 5.3.2、5.3.6、
5.1.4。

可数性之间的关
系

第二可数 ⇒ 第一可数且可分；度量空间总第一可
数，且可分 ⇐⇒ 第二可数。

一般空间中不能仅由
可分推出第二可数。定
理 4.3.6。

分离公理的关系 T4 ⇒ Tychonoff⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0。 正则、正规本身不含
T1。定义 5.3.1、9.2.1。
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三、连通性、函数分离与可度量化

目标 判定或可用结论 条件与正文位置

连通性的判定 非空空间连通，当且仅当仅有 ∅, X 两个开闭集。
道路连通蕴含连通，逆命题一般不成立。

定义 7.1.1、7.2.1；反
例 7.2.2。

构造连通集 连续像、闭包和任意乘积保持连通性；有非空公共
交的非空连通集族，其并连通。

连通空间按约定非空。
命题 7.1.2、定理 7.1.3。

局部连通性 X 局部连通 ⇐⇒ 有连通开集基 ⇐⇒ 每个开子空
间的连通分支都在 X 中开。

不能仅检查整个 X 的
连通分支。命题 7.1.5。

用函数分离闭集 正规空间中，任意两个不交闭集 A,B 可由连续函
数 f : X → [0, 1] 分离：f |A = 0、f |B = 1。

Urysohn 引理 8.1.2。

延拓连续实函数 正规空间 X 的闭子集 M 上，每个连续实函数都可
连续延拓到 X；取值于 [−1, 1] 时可保持此范围。

闭子集与正规性是此
定理的假设。定
理 8.1.4。

Urysohn 可度量
化

第二可数且正则 T0，足以推出可度量化，并可嵌入
[0, 1]N。

这是充分条件；一般可
度量化空间未必第二
可数。定理 8.2.2。

Nagata–Smirnov
判定

可度量化 ⇐⇒ 正则 Hausdorff 且有 σ-局部有限
基。

基是可数个局部有限
族的并，不要求每一族
可数。定理 8.2.6。

连通流形可度量
化

对连通 N 维流形（N ≥ 1），可度量化 ⇐⇒ 第二
可数 ⇐⇒ 有可数紧子集覆盖。

流形定义本身不含第
二可数性。定理 8.2.7。

识别 Cantor 集 非空、无孤立点的零维紧度量空间与 Cantor 集同
胚。

零维指有开闭集基。定
理 7.1.9。
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四、紧化、完备性与函数空间

目标 判定或可用结论 条件与正文位置

Hausdorff 紧化
存在

X 有 Hausdorff 紧化 ⇐⇒ X 为 Tychonoff 空间
⇐⇒ X 可嵌入某个 [0, 1]I。

定理 9.2.3。

Stone–Čech 延拓 Tychonoff 空间 X 到紧 Hausdorff 空间 Y 的连续
映射，唯一连续延拓到 βX。

值域的紧性与
Hausdorff 性均在假设
中。定理 9.3.1。

单点紧化 非紧 Hausdorff 空间 X 局部紧，当且仅当它有最
小 Hausdorff 紧化；此紧化为 αX。

定理 9.4.3。

拓扑完备性 可度量化空间拓扑完备，当且仅当它 Čech 完备。
拓扑完备空间的 Gδ 子空间仍拓扑完备。

指存在相容完备度量，
不是每个相容度量都
完备。定理 9.5.4、
9.5.2。

Baire 性质 完备度量空间、紧 Hausdorff 空间与 Čech 完备空
间都是 Baire 空间。

均为充分条件。定
理 3.2.7、5.3.6及命
题 9.5.5。

检验函数连续 若 X 紧生成，则 f : X → Y 连续，当且仅当每个
紧子集上的限制连续。局部紧或第一可数足以保证
紧生成。

Hausdorff 且紧生成时
称为 k-空间。
第 10.1 节。

C(X) 上的拓扑 逐点收敛拓扑 ⊆ 紧收敛拓扑 = 紧开拓扑 ⊆ 一致收
敛拓扑；X 紧时后三者相同。

此行讨论连续实函数。
第 10.1 节、定
理 10.2.2。

Stone–
Weierstrass 逼近

P ⊆ C(X) 包含所有常函数，对加法、乘法封闭且
分离点，则 P 在紧收敛拓扑下稠密；X 紧时为一
致逼近。

定理 10.1.3。

可指数化 X 核紧 ⇐⇒ X 可指数化 ⇐⇒ 与 X 作乘积保持
所有商映射。核紧时 Isbell 拓扑是满意拓扑。

定理 10.3.7、10.3.5。

各拓扑性质在子空间、连续像及乘积下的保持性，另见表 9.1。
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